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基于频响函数 Neumann 级数展开的有限元模型修正∗

赵　 宇1,2,彭珍瑞1

(1. 兰州交通大学机电工程学院　 兰州　 730070;
 

2. 天水师范学院电子信息与电气工程学院　 天水　 741000)

摘　 要:针对有限元模型修正中测试自由度不完备、求解不适定的问题,提出了一种基于频响函数 Neumann 级数展开的模型修

正方法。 首先,利用测试和有限元分析模态数据构造完整的实测频响函数。 然后,根据 Neumann 级数展开式建立实测频响函

数与有限元模型频响函数之间的关系式,以此构建模型修正目标函数。 最后,采用改进鲸鱼优化算法求解目标函数获取修正结

果。 通过平面桁架数值算例表明,该方法具有较强的噪声鲁棒性,模型修正精度较好,15% 噪声时修正后的平均相对误差不超

过 1% 。 利用 4 层剪力框架结构测试算例进一步验证所提方法,结果表明,修正后的模型能反映结构真实状况。
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Abstract:To
 

solve
 

the
 

problem
 

of
 

incomplete
 

measurement
 

and
 

ill-posed
 

in
 

finite
 

element
 

model
 

updating,
 

a
 

model
 

updating
 

method
 

based
 

on
 

the
 

Neumann
 

series
 

expansion
 

of
 

frequency
 

response
 

function
 

( FRF)
 

is
 

proposed.
 

First,
 

the
 

complete
 

test
 

FRF
 

is
 

calculated
 

by
 

modal
 

data
 

from
 

test
 

and
 

finite
 

element
 

analysis.
 

Then,
 

equations
 

between
 

test
 

FRF
 

and
 

analysis
 

FRF
 

are
 

established
 

according
 

to
 

Neumann
 

series.
 

In
 

this
 

way,
 

the
 

objective
 

function
 

of
 

model
 

updating
 

is
 

formulated.
 

Finally,
 

the
 

modified
 

whale
 

optimization
 

algorithm
  

is
 

applied
 

to
 

obtain
 

the
 

updating
 

results.
 

Numerical
 

examples
 

of
 

a
 

plane
 

truss
 

show
 

that
 

the
 

proposed
 

method
 

is
 

robust
 

to
 

noise
 

and
 

has
 

good
 

precision.
 

With
 

15%
 

noise,
 

the
 

average
 

relative
 

error
 

after
 

model
 

updating
 

is
 

less
 

than
 

1% .
 

The
 

method
 

is
 

further
 

validated
 

experimentally
 

with
 

the
 

4-story
 

shear
 

frame
 

structure.
 

Results
 

show
 

that
 

the
 

updated
 

model
 

can
 

reflect
 

the
 

true
 

status
 

of
 

the
 

structure.
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0　 引　 　 言

精确的有限元模型(finite
 

element
 

model,
 

FEM)能够

为结构优化设计、结构损伤识别和动力响应预测提供可

靠基础。 但是由于模型误差、边界条件等因素影响,初始

有限元模型与实际结构之间存在着一定的差异,这就需

要对有限元模型进行修正,使得修正后的有限元模型反

映结构的真实状态[1] 。
通常,基于振动测试信息的有限元模型修正( finite

 

element
 

model
 

updating,
 

FEMU) 方法主要包括基于模态

参数和基于频响函数( frequency
 

response
 

function,
 

FRF)
的模型修正。 相较于模态参数,频响函数测试精度高,并
且能够在优化过程中提供更多的数据信息,在模型修正

中得到了普遍关注[2-4] 。 Lin 等[5] 提出了基于频响函数

灵敏度的模型修正方法。 Esfandiari 等[6] 利用频响函数

和近似线性灵敏度的有限元模型修正方法实现一桁架结

构的损伤识别。 随后,Shadan 等[7] 试验验证了这种基于

频响函数线性灵敏度的方法。 Guo 等[8] 基于应变频响函

数相关性灵敏度分析方法建立了模型修正正则方程。 但
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基于灵敏度分析的有限元模型修正方法存在不足之处:在
建立灵敏度方程时要求测试自由度完备;在求解过程中会

存在灵敏度矩阵病态问题表现出不适定性。 Hong 等[9] 直

接以有限元分析和实测 FRF 之间的残差为目标,对一座 4
层剪力框架结构进行修正,结果表明修正后所得 FRF 能很

好的与实测 FRF 保持一致。 展铭等[10] 采用加速度和应变

频响函数的相关系数对加筋壁板结构模型进行修正,修正

后模型的模态频率、频响函数与试验测试结果对比均有所

改善。 然而,这类有限元模型修正方法的前提是保证测试

信息的完备性。 有限元模型修正问题本质上可归结为目

标函数优化问题。 传统的基于梯度的优化方法会陷入局

部最优解,智能优化算法被逐渐用于目标函数的求解中。
夏志远等[11] 提出了基于高斯白噪声扰动的粒子群优化

(Gaussian
 

white
 

noise
 

mutation
 

particle
 

swarm
 

optimization,
 

GMPSO)模型修正方法,对高维有损伤简支梁模型进行修

正,并将结果与基于遗传算法(genetic
 

algorithm,
 

GA)的模

型修正方法对比,所提算法寻优效率提升显著。 杜进生

等[12] 利用风驱动优化算法 ( wind
 

driven
 

optimization,
 

WDO)对有限元模型进行修正,结果表明该算法寻优效率

高,全局搜索能力强。 因此,结合智能优化算法的有限元

模型修正方法可以有效提升修正效率。
为解决有限元模型修正过程中测试自由度不完备问

题,避免灵敏度矩阵求解的不适定性,本文提出了基于频

响函数 Neumann 级数展开的有限元模型修正方法。 首

先采用测试数据和有限元分析模态数据构建完整的实测

频响函数,从而实现自由度匹配。 然后,基于 Neumann
级数展开式建立测试频响函数与有限元模型频响函数的

关系,构造出模型修正目标函数。 随后,利用加入 Gauss
混沌初始化、非线性调整和自适应权重系数等策略的改

进鲸鱼优化算法求解修正参数,并通过增加频率点减少

噪声影响。 最后,以一平面桁架为数值算例和剪力框架

试验测试数据验证所提方法。

1　 理论方法

1. 1　 频响函数和 Neumann 级数展开式

对于 n 个自由度结构,其动力学方程可表示为:
Mx·· + Cx· + Kx = f( t) (1)
其中, M、C、K分别为 n × n自由度的质量矩阵、阻尼

矩阵和刚度矩阵;x、
 

f( t) 分别为位移、外部激励。
式(1)两边取傅里叶变换,得到频域动力学方程:
( - ω 2M + iωC + K)X(ω) = F(ω) (2)
其中, X(ω)、F(ω) 为傅里叶变换;ω 为频率点。
位移频响函数定义为:

H(ω) = X(ω)
F(ω)

=( - ω 2M + iωC + K) -1 (3)

假定结构服役发生只会引起刚度的改变,质量保持

不变,并且忽略阻尼变化。 刚度矩阵变化为:

ΔK = Ka - K t = Ka - ∑
ne

j = 1
α jK j (4)

其中, Ka 、K t 分别为有限元结构整体刚度矩阵和测

试结构整体刚度矩阵;ne 为结构单元数;K j、α j 分别为第 j
个单元单位刚度矩阵和刚度参数,α j ∈ [0,1]。

将式(4)代入式(3)可得[13] :
H t(ω) =( - ω 2M + iωC + Ka - ΔK) -1 (5)
由于 - ω 2M + iωC + Ka =H -1

a (ω), 式(5)可表示为:
Ht(ω)= [H-1

a (ω)-ΔK]-1 =[I-Ha(ω)ΔK]-1Ha(ω) (6)
其中, I 为 n 维单位矩阵。
根据 Neumann 级数展开式[14] ,式(6)可表示为:

H t(ω) = Ha(ω) + ∑
∞

s = 1
[Ha(ω)ΔK] sHa(ω) (7)

　 　 其中, s 为 Neumann 级数展开式迭代次数。
式(7)中,当 ‖Ha(ω)ΔK‖2 < 1 时,对于所有 ω,

Neumann 级数收敛。 结构工程问题中总能满足收敛

条件[15] 。
Neumann 级数收敛准则[14] 为:
‖(Ha(ω)ΔK) pHa(ω)‖2

‖H t(ω)‖2
≤ ε (8)

其中, ‖·‖2 代表 2 - 范数; 阈值 ε 的取值为

0. 01 ~ 0. 05,本文取 0. 01。
测试所得频响函数可表示为刚度变化的函数,实际

工程应用中,取式(7) 中满足 Neumann 级数收敛准则的

前 p 项,即:

H t(ω) = Ha(ω) + ∑
p

s = 1
[Ha(ω)ΔK] sHa(ω) (9)

1. 2　 目标函数

对于 m个频率点ω1,…,ωm, 建立测试与有限元模型

近似方程组:

A(α) =

∑
p

s = 0
[Ha(ω 1)ΔK] sHa(ω 1)

︙

∑
p

s = 0
[Ha(ωm)ΔK] sHa(ωm)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

b =[H t(ω 1),…,H t(ωm)] T (10)
则目标函数表示为:

min‖A(α) - b‖F

s. t.
 

α lb ≤ α i ≤ α ub,i = 1,2,…,nu

(11)

其中, ‖·‖F 代表 Frobenius 范数; α lb、α ub 分别为

待修正参数下限和上限;nu 为修正参数个数。
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2　 测试不完备自由度匹配

对于较复杂结构,由于在实际测试中测试条件的限

制,存在结构自由度无法全部测试等问题,测试自由度一

般小于结构自由度。 本文利用测试模态信息和有限元分

析所得信息求取测试频响函数。
频响函数矩阵的叠加形式可表示为:

H t(ω) = ∑
n

r = 1

φt
r(φ

t
r)

T

ω 2
t - ω 2 + 2iξ tω tω

(12)

其中, φt
r 为第 r 阶测试模态振型;ω t 为测试固有频

率;ξ t 为测试阻尼系数。
由于实际测试无法获取完整模态, 将式 ( 12) 表

示为:

H t(ω) = ∑
nt

r = 1

φt
r(φ

t
r)

T

ω 2
t - ω 2 + 2iξ tω tω

+

∑
n

r = nt+1

φa
r (φ

a
r )

T

ω 2
a - ω 2 + 2iξ aω aω

(13)

其中, n t 为测试自由度模态阶次;φa
r 、ω a 、ξ a 分别为

有限元分析第 r 阶模态振型、固有频率和阻尼系数。
式(13) 第一部分由测试模态得出;第二部分为未测试

自由度上有限元分析所得信息。 n t 为感兴趣模态的

3 倍时能够达到精度要求[16] 。 在实际工程中,通常采集

的是加速度数据响应, 故本文采用加速度频响函数

Hacc(ω) = -ω 2H(ω)。

3　 改进鲸鱼优化算法寻优

3. 1　 改进鲸鱼优化算法

鲸鱼优化算法( whale
 

optimization
 

algorithm,
 

WOA)
是一种基于种群的启发式智能优化算法[17] 。 WOA 通过

模拟座头鲸猎物包围、Bubble-net 狩猎(包括收缩包围机

制或螺旋模型)及猎物搜索等机制更新座头鲸即搜索代

理的位置捕获猎物。 基本 WOA 具有参数少,易操作及

收敛速度快等特点,但是 WOA 依然存在易陷入局部极

值的缺陷。 文献[18]提出了基于 Lévy 飞行行为的鲸鱼

优化算法( Lévy
 

flight
 

based
 

whale
 

optimization
 

algorithm,
 

LWOA),并将其用于典型的工程设计优化问题中。 本文

提出的改进鲸鱼优化算法 ( modified
 

whale
 

optimization
 

algorithm,
 

MWOA)是在 LWOA 的基础上加入 Gauss 混沌

初始化、非线性调整和自适应权重系数等策略,以进一步

提高算法的寻优效果。
MWOA 的具体步骤如下:
1)

 

设置算法参数,鲸鱼种群大小 N、最大迭代次数

tmax 、参数维数 d、参数的上限 ub 和下限 lb。

2)
 

Gauss 混沌初始化种群。 其中,Gauss 混沌映射定

义如下:

x i +1 =
0, x i = 0
1
x i

mod(1), 其他

ì

î

í

ïï

ïï

1
x i

mod(1) = 1
x i

- 1
x i

é

ë
êê

ù

û
úú (14)

3)
 

计算每个鲸鱼的适应度值,记录当前最优个

体 X∗ 。

4)
 

利用非线性收敛策略 1 - t3

t3
max

( ) 更新收敛因子 a

并更新参数 A,C。

a = 2 - 2t
tmax

( ) 1 - t3

t3
max

( )
A = 2a·r - a
C = 2·r (15)
其中,t 为当前迭代次数;r 为[0,1]上的随机向量。
5)

 

当更新概率 p < 0. 5且 A < 1时,将当前最优鲸

鱼位置作为目标猎物位置,通过加入自适应权重系数
t3

t3
max

的公式更新位置:

X( t + 1) = t3

t3
max

( )·X∗( t) - A·D (16)

其 中, X ( t ) 表 示 当 前 位 置 向 量; D =
C·X∗( t) -X( t) 为距离向量。

当 p < 0. 5 且 A ≥ 1 时, 鲸鱼加入自适应权重系

数,随机游走更新位置:

X( t + 1) = t3

t3
max

( )·Xr( t) - A·D (17)

其 中, Xr( t) 是 随 机 搜 索 位 置 向 量;D =
C·Xr( t) - X( t) 。

6)
 

当 p ≥ 0. 5 时,通过加入自适应权重系数的螺旋

方式更新位置,公式如下:

X( t + 1) = D′·ebl·cos(2π l) + 1 - t3

t3
max

( )·X∗( t)

(18)
其中, D′ = X∗( t) - X( t) 表示搜索代理与目标猎

物之间的距离;b 是定义对数螺旋线形状的常量;l 为

[ - 1,1] 上的随机数。
7)

 

基于 Lévy 飞行更新搜索代理位置:
X( t + 1) = X( t) + α 0(X( t) - X∗( t)) 􀱇 Levy

(19)
其中,α0 为步长控制量;Levy ~ μ / υ 1 / β;μ 和 υ 服

从正 态 分 布; μ ~ N ( 0, σ2
μ ) ; υ ~ N ( 0, σ2

υ ) ; σμ =
Γ(1+β) ×sin(πβ / 2)

Γ((1+β) / 2) ×β×2(β-1) / 2
é

ë
êê

ù

û
úú

1 / β

;συ = 1; 􀱇表示点对点乘
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法;β 为[0,2]之间的随机数。
8)

 

重复步骤 3) ~ 7),直至达到算法最大迭代次数,
输出最优解。
3. 2　 MWOA 寻优效果

为评价算法的性能, 分别采 用 WOA、 LWOA 和

MWOA 对 Sphere 函数和 Rastrigin 函数进行寻优,其理论

最优解均为 0。
1)

 

Sphere 函数

f1(x) = ∑
d

i = 1
x2
i ,x i ∈ [ - 100,100] (20)

2)
 

Rastrigin 函数

f2(x) = ∑
d

i = 1
[x2

i - 10cos(2πx i) + 10],
 

x i ∈ [ - 5. 12,5. 12] (21)
WOA、LWOA 和 MWOA 的基本参数设置相同,种群

大小 N为30,最大迭代次数 tmax 为500,测试函数的维度 d
为 30。 每种算法独立运行 30 次,求出运行结果的平均

值。 寻优收敛曲线如图 1 所示,为便于观察,纵轴取以 10
为底的指数形式。

图 1　 寻优收敛曲线比较

Fig. 1　 Comparisons
 

of
 

optimization
 

convergence
 

curves

从图 1 中可以看到,相较于基本 WOA 和 LWOA,
MWOA 在两个测试函数上均展现出了较优的收敛速度

和寻优精度。 图 1(a)中,WOA、LWOA、MWOA 寻优的均

值分别为: 5. 90 × 10-75、 1. 73 × 10-149 和 6. 64 × 10-195,
MWOA 最接近于理论最优解。 图 1( b) 中,MWOA 在迭

代 60 次后就到达了理论最小值 0,而 LWOA 需要 143
次,WOA 未能成功寻优。 MWOA 在 Lévy 飞行行为的基

础上引入 Gauss 混沌初始化策略增加了种群多样性,提
升了算法的全局搜索能力,非线性调整和自适应权重系

数策略能够协调全局和局部探索开发能力,加快收敛速

度,提高算法的寻优精度。 因此,将 MWOA 用于有限元

模型修正问题中。
综上,本文所提模型修正方法的步骤为:
1)

 

建立结构有限元模型进行模态分析,得到有限元

模型频响函数。
2)

 

测试实际结构获取模态参数,根据式(13)计算测

试频响函数。
3)

 

构造模型修正目标函数。
4)

 

选择待修正参数。
5)

 

设置 Neumann 级数迭代次数 p 及频率点数 m。
6)

 

利用 MWOA 求解式(11),直至达到 MWOA 最大

迭代次数。
7)

 

输出修正后参数值,得到修正后的有限元模型。

4　 数值模型—平面桁架结构

图 2 所示的平面桁架,桁架有 26 个节点和 49 个杆

件单元。 除节点 1 和节点 25 外,每个节点有 x、y 方向

2 个平动自由度,共 49 个自由度。 其参数为:材料弹性

模量 E= 210
 

GPa,材料密度 ρ= 7
 

850
 

kg / m3,利用 ANSYS
软件建立有限元模型。
4. 1　 参数灵敏度分析

考虑到结构在服役过程中刚度会有所降低,本文

通过降低其单位轴向刚度 EA 以模拟试验模型。 利用

采样均匀、稳定性、覆盖性较好的 Sobol 序列[19] 对 49 个

单元的刚度随机采样。 以加速度频响函数的 F-范数为

指标,基于 Sobol 法进行全局灵敏度分析,结果如图 3
所示。

从图 3 中可以看出,19、22、26、27、31、37、38 和 46 单

元灵敏度较高,故选取灵敏度较高的这 8 个单元刚度作

为待修正参数,将它们的初始有限元值刚度分别降低

20% 、15% 、10% 、15% 、15% 、20% 、10% 和 20% 来模拟试

验值。
由于测试条件的限制,对于自由度较多的结构,不可

能获取结构的全部模态,采用式(13)频响函数叠加表达

式构造完整频响函数。 感兴趣模态为前 4 阶模态,激
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图 2　 平面桁架

Fig. 2　 Truss
 

structure

图 3　 桁架参数灵敏度

Fig. 3　 Sensitivity
 

of
 

truss
 

parameters

励点和测点分别在节点 19、24 的竖向自由度。 试验模型

及测试模态阶次分别为 6 阶、12 阶的加速度频响函数如

图 4 所示。

图 4　 加速度频响函数曲线

Fig. 4　 Acceleration
 

FRF
 

curves

从图 4 中可知,测试模态阶次为 12 阶时所得频响函

数与试验模型频响函数差距很小。 用此方法能够实现自

由度匹配,得到完整的测试频响函数,无需模型缩聚或频

响函数扩展。
4. 2　 Neumann 级数展开模型修正

利用式(9)求拟合频响函数,图 5 为迭代次数 p 为

30 次时,试验模型和 Neumann 级数展开式所得的加速度

频响函数。 从图 5 中可以看出,除了在共振区,Neumann

级数展开式所得的加速度频响函数与试验值在每一个频

率点吻合较好,这是由于激励频率接近结构固有频率时,
Neumann 级数不能保证收敛[20] 。 因此,频率点的选择上

要避开共振区。

图 5　 试验模型和 Neumann 级数展开式所得加速度

频响函数曲线

Fig. 5　 Acceleration
 

FRF
 

curves
 

of
 

test
 

model
 

and
 

Neumann
 

series
 

expansion

图 6 给出了任意一远离共振区频率点 ( 此处为

100
 

Hz)的 Neumann 级数收敛曲线。 从图 6 中可以得知,
随着迭代次数的增加,Neumann 级数很快收敛,迭代 5 次

后趋于稳定。 此时,按照 Neumann 级数收敛准则式(8)
计算所得值为 1. 70×10-4,远小于阈值 ε。

图 6　 Neumann 级数收敛曲线

Fig. 6　 Convergence
 

curve
 

of
 

Neumann
 

series
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综上,取 Neumann 级数迭代次数为 10,远离共振区

的频率点为 30
 

Hz,利用 MWOA 对式( 11) 进行求解。
MWOA 的参数设置:鲸鱼数量为 30,最大迭代次数为

150。 图 7 所示为 MWOA 运行 20 次后修正结果平

均值。

图 7　 修正结果

Fig. 7　 Result
 

of
 

model
 

updating

从图 7 中可以看出,基于频响函数 Neumann 级数展

开的方法可以获得较精确的模型修正结果,修正后的平

均误差为 0. 11% ,最大误差不超过 0. 65% 。
4. 3　 抗噪性

为进一步验证本文方法的抗噪能力,加入高斯白噪

声模拟实测频响函数,噪声表达式为:
H(ω) ′ = H(ω)(1 + βη) (22)
其中, H(ω)、H(ω) ′分别为加入噪声前后的加速度

频响函数;β 为噪声水平;η 为(0,1) 的随机数。 本文分

别考虑加入 5% 、10%以及 15%的噪声。
加入噪声后,分别利用 3 个和 6 个远离共振区域的

频率点,Neumann 级数迭代次数仍取 10 次,MWOA 参数

设置不变。 此时的模型修正结果如图 8 所示。

图 8　 加入噪声后的修正结果

Fig. 8　 Results
 

of
 

model
 

updating
 

with
 

noise

从图 8 中可知,6 个频率点、15%噪声时修正结果的平

均误差为 0. 66%,最大误差为 1. 78%;而 3 个频率点、15%
噪声的平均误差为 1. 47%,最大误差为 5. 11%。 选择 6 个

频率点的整体效果较 3 个频率点修正结果稳定、精度高。
增加频率点个数之后,随着噪声水平的增大,修正结果更

接近真实试验值,说明所提方法有一定的噪声鲁棒性。

5　 剪力框架模型验证

第 4 节的数值模型验证了基于 Neumann 级数展开的

方法具有较好的修正效果和噪声鲁棒性, 为此通过

文献[21]中的 4 层铝制剪力框架分析结果进一步校验该

方法的可行性。 铝制剪力框架图 9 所示,具体结构参数

信息参见文献[21]。

图 9　 4 层结构试验模型

Fig. 9　 The
 

4-story
 

structure
 

test
 

model
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该模型可简化为 4 自由度的集中质量模型,初始有

限元模型每层楼板的质量 m1 =m2 =m3 =m4 = 12. 060
 

lb,
层间刚度 k1 = k2 = k3 = k4 = 10

 

lbf / in。 为便于比较,单位

与原文相同,采用英制。
根据文献测试模态振型及固有频率获取试验频响函

数,取 1 个频率点,Neumann 级数迭代次数为 5。 MWOA
参数设置:鲸鱼数量为 30,最大迭代次数为 100。 按照模

型修正步骤, 修正后的层间刚度 k1 = 6. 995
 

lbf / in,
k2 = 8. 120

 

lbf / in,k3 = 9. 091
 

lbf / in,k4 = 14. 648
 

lbf / in。
图 10 给出了本文所提修正方法与文献[21]中模态动态

残差法的结果对比。 修正前后的固有频率及误差值如

表 1 所示。 由图 10 和表 1 可知,与文献[21]方法相比,
基于频响函数 Neumann 级数展开的修正方法所得模型

更能反映结构真实状况,固有频率误差小于 0. 50% 。 实

测数据表明,本文所提方法修正后的模型具有较好的

精度。

图 10　 修正结果对比

Fig. 10　 Comparison
 

of
 

updating
 

results

表 1　 修正前后固有频率及误差值

Table
 

1　 Frequencies
 

and
 

errors
 

before
 

and
 

after
 

model
 

updating

阶次

试验

模型

初始

有限元模型

文献[21]
修正后模型

本文

修正后模型

ft / Hz fa / Hz eat / % fu1 / Hz eut1 / % fu2 / Hz eut2 / %

1 阶 0. 88 0. 99 12. 02 0. 88 0. 70 0. 88 0. 50

2 阶 2. 75 2. 85 3. 64 2. 74 0. 45 2. 74 0. 32

3 阶 4. 30 4. 36 1. 47 4. 29 0. 13 4. 30 0. 03

4 阶 5. 53 5. 35 3. 21 5. 53 0. 04 5. 53 0. 05

6　 结　 　 论

本文提出了基于频响函数和 Neumann 级数展开式

的有限元模型修正方法,通过对数值模型和实测模型的

修正,得到以下结论:
1)利用 Neumann 级数可以将实测频响函数表示为

有限元模型频响函数和刚度变化的函数。 通过增加频率

点个数可以提高修正效果及噪声鲁棒性。
2)对于测试不完备自由度不匹配问题,可以使用测

试模型模态信息和有限元分析数据近似实测频响函数。
3)加入 Gauss 混沌初始化、非线性调整和自适应权

重系数等策略的 MWOA 寻优效率高、寻优能力强。
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