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2D 激光雷达和摄像机最小解标定的
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摘　 要:多解问题是 2D 激光雷达和摄像机最小解标定方法的热点难题,本文针对多解问题,在最小解标定过程中提出 3 个改进

措施。 首先,利用传感器的可视空间约束剔除棋盘格不能被传感器观测的假解。 然后,利用边界激光点到边界线段的约束,改
进了真解选择的误差评价函数。 最后,利用棋盘格边界约束求解平移向量的最小二乘解。 实验中进行仿真数据和真实数据测

试,结果表明本文方法对比 Francisco 方法能提高真解命中率和标定精度。 当激光点的噪声方差小于 20
 

mm 时,本文方法的真

解命中率在 98%左右,满足实际应用的需求。 相对与传统最小解标定方法,本文利用棋盘格边界约束和可视空间约束对多解集

合进行筛选,并优化了平移向量,因此有效提高最小解标定方法的性能。
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Abstract:Multi
 

solution
 

is
 

a
 

difficult
 

problem
 

in
 

minimal
 

solution
 

method
 

for
 

extrinsic
 

calibration
 

of
 

2D
 

laser
 

radar
 

and
 

camera.
 

This
 

paper
 

proposes
 

three
 

improvement
 

measures
 

for
 

this
 

problem
 

and
 

applies
 

them
 

to
 

the
 

minimum
 

solution
 

calibration
 

process.
 

Firstly,
 

the
 

observable
 

spatial
 

constraints
 

of
 

the
 

sensor
 

are
 

used
 

to
 

eliminate
 

the
 

false
 

solutions
 

in
 

which
 

checkerboard
 

cannot
 

be
 

observed
 

by
 

these
 

sensors.
 

Then,
 

the
 

error
 

evaluation
 

function
 

of
 

true
 

solution
 

selection
 

is
 

improved
 

by
 

using
 

the
 

constraint
 

between
 

the
 

boundary
 

laser
 

points
 

and
 

boundary
 

line
 

segments.
 

Finally,
 

the
 

least
 

square
 

solution
 

of
 

the
 

translation
 

parameters
 

is
 

solved
 

by
 

using
 

chessboard
 

boundary
 

constraints.
 

Simulation
 

data
 

and
 

real
 

data
 

are
 

tested
 

in
 

the
 

experiment,
 

and
 

results
 

show
 

that
 

the
 

method
 

can
 

improve
 

the
 

hit
 

rate
 

of
 

the
 

true
 

solution
 

and
 

calibration
 

accuracy
 

compared
 

with
 

Francisco
 

method.
 

When
 

the
 

noise
 

variance
 

of
 

laser
 

point
 

is
 

less
 

than
 

20
 

mm,
 

the
 

hit
 

rate
 

of
 

the
 

true
 

solution
 

is
 

about
 

98% ,
 

which
 

meets
 

the
 

requirements
 

of
 

practical
 

application.
 

Compared
 

with
 

the
 

traditional
 

minimum
 

solution
 

calibration
 

method,
 

this
 

paper
 

uses
 

checkerboard
 

boundary
 

constraints
 

and
 

observable
 

spatial
 

constraints
 

to
 

choose
 

multiple
 

solution
 

sets,
 

and
 

optimizes
 

the
 

translation
 

parameters.
 

As
 

a
 

result,
 

it
 

can
 

effectively
 

improve
 

the
 

performance
 

of
 

the
 

minimum
 

solution
 

calibration
 

method.
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0　 引　 　 言
 

在无人车辆导航、目标识别、移动机器人避障和

SLAM 等应用领域,激光雷达和摄像机被广泛的用来感

知外部环境。 摄像机能获取丰富的可见光图像信息,
非常适合模式识别和机器学习,但是不能快速可靠的

感知深度信息,且容易受到光照、阴影等环境因素的影
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响;而激光雷达能快速获取周围物体的深度信息且精

度高、可靠性强,但是数据的分辨率较低[1-3] 。 通过激

光雷达和摄像机的信息融合,可以将高精度的图像感

知信息和高精度的深度感知信息结合在一起,提高感

知信息量和感知可信度。 而要实现激光雷达和摄像机

的信息融合,必须首先对两种传感器进行联合标定,也
就是计算激光雷达和摄像机两个坐标系之间的旋转变

换和平移变换。
目前,二维的不可见激光雷达和摄像机的标定主要

分为基于标定物的标定方法[4-13] 和自标定方法[14-17] 两大

类。 基于标定物的标定方法中,Zhang 等[4] 最先提出基

于点-面约束的棋盘格模板的标定方法,利用激光点位于

棋盘 格 平 面 上 的 空 间 约 束 实 现 参 数 的 标 定。
 

Francisco 等[5] 在 Zhang 方法基础上提出一个最小解标定

方法,在对偶空间中通过 3 个标定板平面和对应的激光

雷达扫描直线构成的“线-面”空间约束关系,分别求解旋

转矩阵和平移向量的解析解。 在文献[ 5] 的基础上,
Itami 等[6] 利用棋盘格法向量构造附加约束,基于点对点

约束降低了标定方法的参数估计误差,而彭梦等[7] 根据

线-面约束方程组的系数矩阵二范数选取棋盘格组合求

解,降低了算法的复杂度。 黄志清等[8] 提出了一种基于

镂空标定板的标定方法,通过激光雷达扫描镂空标定板

形成的点云线段求取标定结果。 Guo 等[9] 提出了基于 V
型板的最小二乘解标定方法,利用点面约束求解最小二

乘解方法进行标定。 Dong 等[10] 提出利用两个非共面三

角形组成一个凸 V 形标定物,实现一次数据采集就可完

成标定。 Itami 等[11] 采用运动的小球形物体作为标定物,
获取点对点的对应关系实现标定。 Fan 等[12] 均匀分布在

三维空间中的若干控制点组成作为标定物,通过精确测

量控制点实现标定。 Chen 等[13] 采用 4 个平面组成的棱

锥体作为标定物,根据点-线约束关系实现标定。
基于自标定的方法中,Zhou 等[14] 利用道路边缘的直

线特征构建点-线约束,提出了基于直线边缘特征的自标

定方法。 Gomez 等[15] 提出利用人工环境的墙角场景作

为正交三面体标定物,构建线-面和点-面约束实现标定。
Hu 等[16] 扩展了文献[15]的工作,通过世界坐标系的结

构化约束来推导标定参数闭式解。 Royek 等[17] 首先利用

SLAM 算法获取车辆的运行轨迹并结合全局优化对摄像

机进行标定,然后基于直线匹配对激光雷达进行标定,从
而实现两个传感器标定。

相比较其他标定方法,基于棋盘格最小解标定方法

具有标定精度高、抗噪声能力强、鲁棒性高、使用方便等

优点[5-7,10] 。 但是,与其他最小解标定方法相似[9,15-16] ,基
于棋盘格最小解标定方法也普遍存在多解性问题,一组

最小解的多解数目最多可达到 8 个,全部最小解的多解

数目最多可高达 8 × C3
N 个,其中 N 为棋盘格的个数。 为

了避免对所有解都进行费时的优化,最小解标定方法通

常根据激光点到棋盘格平面的“点 -面” 距离误差作为误

差评价函数, 结合更多的输入来选择一个最优解。 然

而,“点-面”距离误差评价函数通常为多模函数,存在多

个局部最优值。 当观测噪声引起标定方程组病态扰动

时,真解的激光点距离误差可能会高于局部最优值邻域

的假解,使得最小解标定方法错选假解。
因此,如何从多解中选取出最优解是最小解标定方

法至今难以解决的问题,本文针对多解中选择最优解问

题提出 3 个改进措施。 首先,利用棋盘格相对传感器的

的可视空间约束滤除多解集合的假解,缩小多解集合的

取值范围。 其次,利用激光点到棋盘格边界的约束,改进

了多解选择的误差评价函数。 最后,提出基于棋盘格边

界约束的平移向量最小二乘解方法,在新的约束条件下

提高了平移向量的计算精度。 相对与传统最小解标定方

法,本文利用棋盘格边界约束和可视空间约束对多解集

合进行筛选,使用了更合理的几何空间约束,更能提高真

解选择的命中率和准确度。

1　 问题描述

如图 1 所示,假设棋盘格上一个激光点在激光雷达

坐标系中为 p l
i,j,在摄像机坐标系中为 pc

i,j,在第 i 个标定

板的世界坐标系中为 pw
i,j,其中 i 表示棋盘格的序号,j 表

示棋盘格上激光点的序号。 如图 1 所示,那么激光雷达

坐标系和摄像机坐标系之间的坐标变换关系为 p l
i,j =

Rpc
i,j + t,而摄像机坐标系和第 i 个棋盘格世界坐标系之

间的坐标变换关系为 pc
i,j =Φip

w
i,j + Δi,

 

R和 t分别表示摄

像机坐标系和激光雷达坐标系之间的旋转矩阵和平移向

量,Φi 和 Δi 表示第 i 个棋盘格世界坐标系到摄像机坐标

系的旋转矩阵和平移向量。

图 1　 激光雷达坐标系和摄像机坐标系转换关系

Fig. 1　 Transformation
 

relation
 

between
 

laser
 

radar
 

coordinate
 

and
 

camera
 

coordinate
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假定在摄像机坐标系中第 i 个棋盘格标定板的所在

平面表示为Πi,激光雷达扫描面Σ 和棋盘格平面Πi 在激

光雷达坐标系中相交于一条共面直线 L l
i。 最小解外参数

标定方法思路是通过棋盘格平面Πi 和共面直线 L l
i 对应

的 3 组
 

“线 - 面” 空间约束,建立关于摄像机与激光雷达

的标定参数R和 t约束方程,实现激光雷达和摄像机之间

的参数标定。

2　 本文的激光雷达和摄像机标定方法

本文将针对传统多解筛选机制不足,提出 2D 激光

雷达和摄像机的最小解标定的多解筛选改进策略,利
用可视空间约束和棋盘格边界约束实现多解筛选,且
融合棋盘格边界约束优化平移向量,使得最小解标定

方法具有更高的准确性。 本文标定方法分为 3 步提出

了相应的改进措施。 1) 首先,本文利用棋盘格相对多

传感器的可视空间约束对多解进行粗筛选,剔除棋盘

格无法被传感器观测的解。 2) 然后,根据棋盘格边界

激光点和棋盘格方块边界之间的空间约束关系,本文

提出了一种基于棋盘格边界约束的误差函数模型,并
根据该误差函数从多解集合选择最优解。 3) 最后,改
进了平移向量的计算方法。 利用棋盘格边界约束求解

平移向量的最小二乘解,在同等棋盘格数量下能获取

更多约束进行求解,提高了平移向量的精度。

2. 1　 基于传感器可视空间约束的多解粗筛选

对于安装在同一机器载体上的两个传感器,棋盘格

必须能被多传感器同时观测到,即标定参数真解必须满

足两个传感器的可视空间约束条件,而不满足约束的标

定参数为假解,如图 2 所示, {L1,C1} 为真解,而{L2,C1}
中激光雷达扫描的是棋盘格的背面,所以为假解。 其中

{L1} 和 {L2} 是激光雷达坐标系, {C1} 是摄像机坐

标系。
本文提出的可视空间约束指的是约束激光雷达坐标

系的原点 no 位于棋盘格世界坐标系的 Z 轴正方向上,同
时约束激光雷达和摄像机面向同一个方向,如式(1) 所

示,其中 i表示棋盘格模板的序号。 而对于棋盘格在摄像

机标系中的姿态和位置,由于在标定过程中已经被制约,
因此无需在此进行约束。 基于以上分析,本文利用棋盘

格相对两个传感器的可视空间约束对标定结果的多解进

行粗筛选,剔除棋盘格不在传感器可视空间范围的假解,
从而缩小解集合的范围。

nT
z Φ

T
i (R

Tno - RT t - Δ i) > 0,　 no = [0,0,0] T

nT
z R

Tnz > 0,　 nz = [0,0,1]
(1)

图 2　 摄像机和激光雷达的可视空间约束,{L1 ,C1 }
为真解、{L2 ,C1 }为假解

Fig. 2　 Observable
 

spatial
 

constraints
 

between
 

camera
 

and
 

2D
 

laser
 

radar
 

with
 

true
 

solution
 

{L1 ,C1 }
  

and
 

false
 

solution
 

{L2 ,C1 }

2. 2　 基于棋盘格边界约束的真解选择

在传统最小解标定方法的真解选择过程中,多解的

误差评价函数通常只考虑了激光点到棋盘格平面的“点-
面”误差距离。 然而这种“点-面”误差评价函数仅约束标

定参数 6 个自由度中的 2 个自由度,其余 4 个自由度存

在不确定性[10] 。 而且基于“点-面”约束的误差函数是多

模函数,在真解误差较大时最小解标定方法可能会选择

局部最优值邻域的假解。 实际上,激光点所在线段和棋

盘格方形区域之间存在更强的约束,即棋盘格内激光点

所在线段的两个端点应该分布在棋盘格方块的边界线段

邻近处,如图 3 所示。 设正方形棋盘格的 4 个顶点在棋

盘格世界坐标系的坐标分别为 q1 = [0,0,0] T,q2 =
[ l,0,0] T,q3 =[ l,l,0] T,q4 =[0,l,0] T。

其中 l 表示正方形棋盘格的边长。 激光扫描面和棋

盘格方块的相交线段两个端点称为边界激光点,在激光

雷达坐标系下表示为 􀭹p l
0 和 􀭹p l

1。 根据几何约束,边界激光

点 􀭹p l
0 和 􀭹p l

1 应该位于棋盘格方块4条边界线段中任意两条

上 qmi
q(mi+1)mod4 和 qni

q(ni+1)mod4, {(qmi
q(mi+1)mod4,

qni
q(ni+1)mod4) | mi,n i = 1,2,3,4;mi ≠ n i}, 由此边界激光

点和边界线段的配对组合总共有 12 种可能。
图 3 中每条线段表示两种配对,6 条线段总共 12

种配对, q1 ~ q4 为棋盘格 4 个顶点,{C} 表示摄像机坐

标系,{L} 表示激光雷达坐标系,{W} 表示棋盘格坐标

系。 基于以上分析,根据棋盘格边界激光点和棋盘格

方块边界之间的空间约束关系,本文提出了一种基于

棋盘格边界约束的误差函数模型,根据该误差函数选

择多解集合中误差最小的解作为真解。 具体包括“ 边

界激光点-线段”配对和基于误差函数选择真解两个子

过程。
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图 3　 边界激光点和边界线段的 12 种可能配对

Fig. 3　 12
 

possible
 

pairing
 

of
 

boundary
 

laser
 

points
 

and
 

boundary
 

line
 

segments

首先,对于 3. 1 节粗筛选后保留下来的每个解,自
适应构建“ 边界激光点-线段” 配对关系。 使用 􀭹p l

i,0 和

􀭹p l
i,1 表示第 i 个棋盘格的两个边界激光点在激光雷达坐

标下的坐标,它们在第 i 个棋盘格世界坐标系{W i} 下

的坐标为 􀭹pw
i,0 和 􀭹pw

i,1 , 如式(2) 所示,N 表示棋盘格的

个数。
􀭹pw
i,j =Φ

T
i R

T 􀭹p l
i,j -Φ

T
i Δi -Φ

T
i R

T t, i = 1,2,…,N
j = 0,1

(2)

根据边界激光点 􀭹pw
i,0 和 􀭹pw

i,1 到四条边界线段端点之

间的距离来判断边界激光点最接近的边界线段,从而确

定多解集合中每个解的“ 边界激光点-线段” 配对关系

( i 表示棋盘格的序号)。 即从 12 种可能的配对组合中

选择“边界激光点-线段”之间距离最小的配对,如式(3)
所示。 其中第 i 个棋盘格坐标系 {W i} 下棋盘格的4 个顶

点表示为 q i,k( i = 1,2,…,N;k = 1,2,3,4)。
argmin

mi,ni∈(1,2,3,4)

mi≠ni

( 􀭹pw
i,0 - q i,mi

+ 􀭹pw
i,0 - q i,(mi+1)mod4 - l) 2 +

( 􀭹pw
i,1 - q i,ni

+ 􀭹pw
i,1 - q i,(ni+1)mod4 - l) 2 (3)

然后,根据上述配对的结果 { (m i,n i) | i = 1,2,
…,N;m i,n i = 1,2,3,4;m i ≠ n i} ,建立每个解的棋盘

格边界约束误差函数, 如式 (4) 所示,N 为棋盘格个

数。 最后根据式(4) 从多解集合中选择误差最小的作

为 R 和 t真解。

arg
 

min
R,t

∑
N

i = 1
( 􀭹pwi,0 - qi,mi

+ 􀭹pwi,0 - qi,(mi+1)mod4 - l)2 +

∑
N

i = 1
( 􀭹pw

i,1 - q i,ni
+ 􀭹pw

i,1 - q i,(ni+1)mod4 - l) 2 (4)

本文使用的误差函数不仅约束了棋盘格内的激光点

都位于棋盘格的方形区域内,而且约束了棋盘格外的激

光点都位于棋盘格的方形区域外。 相比较传统最小解方

法的点-面约束和平面成像区域约束[6,10] ,本文提出的棋

盘格边界约束更严格更具有合理性,因此将能更准确从

多解中选取最优解。

2. 3　 棋盘格边界约束下平移向量的最小二乘解

传统最小解标定方法只能利用了 3 个棋盘格来计算

平移向量,由于样本数少且很难在空间分布均匀,因此在

观测噪声影响下平移向量的误差会较大[5-7] 。 为了提高

平移向量的标定精度,文献[9]提出了平移向量最小二

乘解方法,该方法利用了所有 V 型板的观测数据,使用偏

导数求解极小值方法获取更精确的平移向量。 但是该方

法使用的是 V 型标定板,每个 V 型板只能获取一组“点-
面”约束,至少需要 6 个以上的标定板才能完成标定(不

考虑平面法向量的平行和共面等退化情况),要达到高精

度需要很多次不同位置的观测数据,实用性较差。
本文在文献[9] 的理论基础上,提出基于棋盘格边

界约束的平移向量最小二乘解方法,结合了棋盘格方法

和最小二乘解方法各自的优点。 该方法综合利用了棋盘

格平面约束和棋盘格边界约束构建“点-面”距离约束函

数,根据全部的棋盘格来计算平移向量的最小二乘解,因
此在同等标定板数量的条件下能获取到比传统基于棋盘

格最小解标定方法都要更高精度的平移向量[5-7] 。
首先,对每个棋盘格利用边界“激光点-线段”配对结

果 {(mi,n i) | i = 1,2,…,N;mi,n i = 1,2,3,4;mi ≠ n i},
N 为棋盘格的个数,我们定义三角形 T1 = ΔCqmi

q(mi+1)mod4

和 T2 = ΔCqni
q(ni+1)mod4,其中 qmi

q(mi+1)mod4 和 qni
q(ni+1)mod4 分

别是边界激光点 􀭹pl
0 和 􀭹pl

1 配对的边界线段。 如图4 所示,在
摄像机坐标系中,平面 T1、T2 的两个法线向量为 n1 和 n2,
棋盘格平面 Π的单位法线向量为 n3,􀭹pl

0 和 􀭹pl
1 为边界激光

点,d 为从摄像机到棋盘格平面 Π的距离。

图 4　 棋盘格的 4 个“点-面”约束方程的参数意义

Fig. 4　 Parameter
 

meaning
 

of
 

four
 

“point-plane”
 

constraint
 

equations
 

of
 

chessboard

对于 3. 2 节中获取的真解,利用每个棋盘格的边界

“激光点-线段”配对结果建立 2 个关于 R和 t的“点 -面”
距离约束,即约束激光点 􀭹p l

0 和 􀭹p l
1 必须分别位于平面T1 和

T2 上,如式(5)。
nT

j (R
T􀭹p l

j - RT t) = 0,　 j = {1,2} (5)
同时利用每个棋盘格平面建立 2 个关于 R 和 t 的
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“点-面”距离约束方程,即约束激光点 􀭹p l
0 和 􀭹p l

1 必须分别

位于棋盘格平面 Π,如式(6)。
nT

3(R
T􀭹p l

k - RT t) = d,　 k = {1,2} (6)
为了方便,式(5) ~ (6)重新表述如式(7)。 式(7)中

的变量定义在式(8) ~ (10),其中 Φ 和 Δ 表示当前棋盘

格世界坐标系到摄像机坐标系的旋转矩阵和平移向量,
u1 ~ u4 表示棋盘格的4 个顶点在摄像机坐标系中的位置

如式(8),􀭵n1 ~ 􀭵n4 为四个平面法线向量如式(9) 所示,
‖􀭵n3‖ -1 =‖􀭵n4‖ -1 = d,􀭵d1 ~ 􀭵d4 为四个归一化的点 -面距

离如式(10) 所示。
􀭵nT
j (R

T 􀭵p l
j - RT t) = 􀭵d j,　 j = {1,2,3,4} (7)

u1 = Φqmi
+ Δ

u2 = Φq(mi+1)mod4 + Δ

u3 = Φqni
+ Δ

u4 = Φq(ni+1)mod4 + Δ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(8)

􀭵n1 =
u1,2u2,3 - u2,2u1,3

u1,2u2,3 - u2,2u1,3

u1,2u2,3 - u2,2u1,3

( )
􀭵n2 =

u3,2u4,3 - u4,2u3,3

u3,2u4,3 - u4,2u3,3

u3,2u4,3 - u4,2u3,3

( )
􀭵n3 = 􀭵n4 =

Φ3

ΦT
3Δi

( )

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(9)

􀭵p l
1 = 􀭵p l

3 = 􀭹p l
0

􀭵p l
2 = 􀭵p l

4 = 􀭹p l
1

{ 　 　
􀭵d1 = 􀭵d2 = 0
􀭵d3 = 􀭵d4 = 1{ (10)

然后,根据式(7)的“点-面”距离约束方程,构建基于全

部棋盘格关于 R和 t的优化目标函数,如式(11) 所示,其
中 N表示棋盘格的个数,M = 4 表示每一个棋盘格的 4 个

“点 - 面” 距离约束方程。

arg
 

min
R,t

J = ∑
N

i = 1
∑

M

j = 1
( 􀭵nT

i,j(R
T 􀭵p l

i,j - RT t) - 􀭵d i,j)
2 (11)

最后,利用偏导数求解目标函数如式(11) 所示,极
小值位置的 t 闭式解,即棋盘格边界约束下平移向量的

最小二乘解析解,如式(12)所示。
∂J
∂t

= ∑
N

i = 1
∑

M

j = 1
2[ 􀭵nT

i,j(R
T 􀭵p l

i,j - RT t) - 􀭵d i,j]R􀭵n i,j = 0⇒

t = ∑
N

i = 1
∑

M

j = 1
R􀭵ni,j􀭵n

T
i,jR

T( )
-1 ∑

N

i = 1
∑

M

j = 1
(R􀭵ni,j􀭵n

T
i,jR

T􀭰pli,j - 􀭰di,jR􀭵ni,j)( )

(12)

2. 4　 本文多解筛选改进措施的实际应用

本文选用经典的文献[5]的 Francisco 方法作为改进

前的原始方法,综合 3. 1 ~ 3. 3 节内容将本文提出的多解

筛选及参数优化 3 个改进措施使用到最小解标定过程

中,通过改进前后性能对比验证多解筛选策略的有效性。
本文改进的标定方法步骤分为如下: 1) 首先, 使用

Francisco 标定方法求解旋转矩阵和平移向量的最小解,
将所有的最小解组成候选解集合 D,并利用传感器可视

空间约束对解集合 D 进行粗筛选,剔除棋盘格不在传感

器可视空间范围的假解。 2)然后,根据棋盘格边界约束

的误差函数计算多解中每个解的误差值,选择误差最小

的作为真解。 3)最后,利用棋盘格边界约束求解平移向

量的最小二乘解,优化平移向量的结果)。 算法伪代码见

算法 1。

算法 1　 本文改进后的标定方法

Input:
 

棋盘格平面Πi 和对应的共面直线 Ll
i,i = 1,2,…,N

Output:
 

旋转矩阵 R 和平移向量 t.
1.

 

构造一个集合 K = {k1,…,kT}(T = C3
N),其中k i ∈ ZZ 3

表示从{1,2,…,N}的 N 个自然数中任意选取 3 个数

的组合.
2.

 

设置解集合为空 D = ϕ.
3.

 

For
 

t= 1,…,
 

T
  

do
4.

 

选择 k t 的 3 个分量值作为序号的 3 个棋盘格平面

Πkt,1
、Πkt,2

和Πkt,3
以及对应的共面直线 L l

kt,1
、L l

kt,2
和

L l
kt,3

,使用文献[5] 中的最小解标定算法计算一组最

小解(R(m)
t ,t(m)

t ),m < 8.
5.

 

将当前这组解合并到解集合 D = D ∪ (R(m)
t ,t(m)

t ) .
6.

 

End
 

for
7.

 

根据式(1)利用传感器可视空间约束对解集合 D 进行

粗筛选.
8.

 

根据式(3)确定解集合 D 中每个解的“边界激光点-线
段”之间配对关系.

9.
 

根据式(4)基于棋盘格边界约束的误差函数计算解集

合 D 中每个解的误差值,选择误差最小的作为真解

(R,t) .
10.

 

根据式(12)利用棋盘格边界约束求解平移向量 t 的
最小二乘解.

3　 实验结果与分析

3. 1　 仿真实验

通过模拟仿真各种条件下的激光雷达和摄像机采样

数据, 测试本文标定方法的性能, 并与文献 [ 5 ] 的

Francisco 标定方法进行比较。 仿真实验中,设摄像机模

型为理想的针孔模型,采集图像的大小为(1
 

280,
 

960),
焦距 f 为 541

 

mm。 设激光雷达角度分辨率为 0. 25°,
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扫描角度范围为- 20° ~ + 20°。 并且设棋盘格标定板

有 8×8 个黑白方块构成,黑白方块的边长为 250
 

mm,
棋盘格标定板摆放在距离激光雷达 3

 

m ~ 6
 

m 的范

围内。
实验中给图像加上均值为 0,标准差为 1 个像素的高

斯噪声,激光测量距离加上不同水平的零均值高斯噪声。
实验分析将旋转矩阵和平移向量的估计值 R 和 t 与真实

值 Rr 和 tr 比较,用 RTRr 旋转矩阵的 Rodrigues 角度分量

绝对值 δ R 来评估旋转矩阵误差如式(13)所示,用平移向

量距离 δ t = t - tr 来评估平移向量误差。 由于棋盘格

个数和噪声水平是影响标定误差的两个重要因素。 如果

棋盘格个数越多、噪声水平越小,那么标定误差越小,反
之亦然。 因此本文的仿真实验主要检测较少棋盘格个数

(3 ~ 8 个)和合理情况噪声水平(5 ~ 30
 

mm)情况下的结

果,对于超出这个范围的情况,可以根据本文实验预测出

类似的结果。

δ R = 180
π

arccos
trace(RTRr) - 1

2( ) (13)

第 1 种仿真实验分析两个标定方法的真解命中率。
定义旋转矩阵误差超过 10°或者平移误差超过 100

 

cm 的

标定结果为假解,否则为真解。 真解命中率定义为获取

真解实验数占总的实验数的百分比。
首先,定量分析不同棋盘格个数情况下的真解命

中率。 设置激光测距的噪声方差 δ = 20
 

mm,棋盘格的

个数从 3 逐渐增加到 8,各自进行 100 次相互独立实

验,将本文方法和 Francisco 方法的真解命中率进行比

较。 从图 5( a)可知,在各种棋盘格个数下,本文方法

的真解命中率均要高于 Francisco 方法。 当棋盘格个数

为 5 时,本文方法和 Francisco 方法的真解命中率分别

为 97% 和 80% ,与改进前的原 Francisco 方法相比,本文

方法的性能有显著提高。 而且随着棋盘格个数的增

加,两种真解命中率也稳步提高,当个数为 8 时非常

接近。
然后,定量分析不同的噪声水平下的真解命中率。

设置棋盘格的个数为 6,激光测距的噪声方差 δ 从 5
 

mm
逐渐增加到 30

 

mm,各自进行 100 次相互独立实验,将本

文标定方法和 Francisco 标定方法的标定误差进行比较。
从图 5(b)可知,在不同的噪声水平下,本文方法的真解

命中率均要好于 Francisco 方法,而且噪声越大性能差距

越明显。 在激光测距的噪声方差为 10
 

mm、 20
 

mm、
30

 

mm 时,本文方法比 Francisco 方法的真解命中率分布

高出 4% 、11% 、22. 5% 。 当激光测距的噪声方差低于

20
 

mm 时,本文方法的真解命中率均高于 98% ,可以满足

实际应用的需求。
第 2 种仿真实验对比分析两个方法在不同棋盘格个

数输入下的误差均值。 设置激光测距的噪声方差

图 5　 比较两种方法的真解命中率

Fig. 5　 Comparison
 

of
 

two
 

methods
 

of
 

the
 

true
 

solution
 

ratio

δ= 20
 

mm,棋盘格的个数从 3 逐渐增加到 8,各自进行

100 次相互独立实验,分别比较旋转矩阵和平移向量两

个指标的误差均值如图 6 所示。 从图 6 可知,在各种棋

盘格个数情况下, 本文方法的标定精度都要好 于

Francisco 方法。 在棋盘格个数为 4 ~ 6 之间时,旋转矩阵

误差保持在 5°以下,精度提高 2° ~ 10°;平移向量误差保

持在 300
 

mm 以下,精度提高 200 ~ 1
 

000
 

mm,可以满足实

际应用精度。 随着棋盘格个数的增加,两种方法的精确

度都逐渐提高,并且接近一致。
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图 6　 比较不同棋盘格个数输入下两种方法的误差均值

Fig. 6　 Comparison
 

of
 

two
 

methods
 

of
 

calibration
 

mean
 

error
 

under
 

different
 

number
 

of
 

chessboards

第 3 种仿真实验对比分析两种方法在不同的噪声水

平下的误差均值。 设置棋盘格的个数为 6,激光测距的

噪声方差 δ 从 5
 

mm 逐渐增加到 30
 

mm,各自进行 100 次

相互独立实验,分别比较旋转矩阵和平移向量两个指标

的误差均值如图 7 所示。

图 7　 比较不同激光噪声方差情况下两种方法的误差均值

Fig. 7　 Comparison
 

of
 

two
 

methods
 

of
 

calibration
 

mean
 

error
 

under
 

different
 

variance
 

of
 

laser
 

noise

图 7 中本文方法在不同噪声水平下的标定精度上均

要好于 Francisco 方法,旋转矩阵误差在各噪声水平下均

保持在 2°左右,精度提高了 1° ~ 5°;平移向量误差保持在

200
 

mm 以下,精度提高了 100 ~ 400
 

mm。 同时随着噪声

水平的增加,本文标定方法的精度仍然能保持较好的稳

定性,而 Francisco 方法的稳定性较差,在噪声降低时存

在退化现象。
3. 2　 真实实验

为了进一步验证本文方法的性能,我们利用实验室

的激光雷达和摄像机采集真实数据进行外参数标定。 实

验中采用的 2D 激光雷达是 SICK
 

LMS291 单线扫描激光

雷达,扫描角度为 180°,角度分辨率为 0. 5°,每个周期获

得前方 361 个数据,扫描周期为 50
 

ms,测量距离最远可

达 80
 

m。 采用的摄像机是 JAI
 

BB141-GE 工业摄像机,图
像分辨率为 800×600

 

pixel。 首先,设置激光雷达和摄像

机的姿态和位置,通过在两个传感器前面的 4 个棋盘格

观测数据。 分别使用本文标定方法和文献 [ 5 ] 的

Francisco 方法对激光雷达和摄像机进行外参数标定,计
算得到的旋转矩阵和平移向量为:

R1 =
0. 999

 

3 0. 016
 

0 - 0. 034
 

1
- 0. 003

 

0 0. 936
 

6 0. 350
 

4
0. 037

 

6 - 0. 350
 

1 0. 936
 

0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

t1 =
14. 5

1
 

082. 6
152. 6

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(14)

R2 =
0. 998

 

1 0. 034
 

8 - 0. 050
 

5
- 0. 013

 

7 0. 929
 

3 0. 369
 

1
0. 059

 

8 - 0. 367
 

7 0. 928
 

0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

t2 =
14. 3

1
 

052. 2
139. 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

使用与仿真实验同样的误差评估指标,得出两种

方法标定的旋转矩阵误差为 1. 9°,平移向量误差为

33. 3
 

mm,两个标定结果非常接近,验证了本文标定方

法的正确有效性。
然后,为了直观的对比两种方法的标定结果,将激光

点投射到成像平面上,图 8 显示利用标定结果对激光点

在图像上进行投影的结果,“∗”标记是 Francisco 方法映

射结果[5] ,“O”标记是本文方法映射结果。 从激光雷达

和摄像机的信息融合的直观效果看,两种方法对应的图

像投影结果非常相似。 并且从图像上看,“ O”比“ ∗”更

多的分布在在同一平面上,表明本文标定方法更接近真

实值。
由于无法精确的直接测量实际传感器外参数的真实

值,本文通过分析真实环境实验的标定结果分布状态,利
用均方差统计信息对标定结果进行评价。 将棋盘格的个



96　　　 仪　 器　 仪　 表　 学　 报 第 4 2 卷

图 8　 激光点在图像上进行投影结果

Fig. 8　 Laser
 

point
 

is
 

projected
 

on
 

the
 

image
 

by
 

using
 

extrinsic
 

calibration
 

result
 

数从 3 逐渐增加到 8,每组各自进行 30 次独立实验,对本

文方法和 Francisco 方法标定结果 R 和 t 的分布进行比较

分析,用 R 的 Rodrigues 角度分量均方差来分析旋转矩阵

分布, t 的模均方差来分析平移向量分布。 如图 9 所示,
相比较 Francisco 方法,本文方法的旋转矩阵和平移向量

的均方差更小、分布更集中,表明假解的概率更小。 这间

接显示本文提出的多解筛选及参数优化的有效性,提高

了标定精度,提高了真解命中率。

图 9　 比较不同棋盘格数目情况下两种方法标定结果均方差

Fig. 9　 Comparison
 

of
 

two
 

methods
 

of
 

mean
 

square
 

error
 

under
 

different
 

number
 

of
 

chessboards

4　 结　 　 论

针对最小解标定方法的多解筛选问题和不足,本文

提出了 2D 激光雷达和摄像机的最小解标定的多解筛选

改进策略,主要贡献有 3 点:1)利用传感器的可视空间约

束滤除假解,缩小多解集合范围。 2)提出了一种基于棋

盘格边界约束的误差函数模型,强化了棋盘格边界激光

点和边界线段之间的空间约束,因此能更准确从多解中

选取真解。 3)提出基于棋盘格边界约束的平移向量最小

二乘解方法,利用更多约束方程求解平移向量,提高了平

移向量的精度。 本文将多解筛选三个改进措施使用到最

小解标定过程中,通过仿真实验和真实实验对比改进前

后的性能,结果表明多解筛选策略能有效提高真解命中

率和标定精度。 仿真实验结果表明,在真解命中率性能

上相比于 Francisco 方法,本文方法在不同噪声水平下提

升真解命中率 4% 到 22. 5% ;在标定精度性能上相比于

Francisco 方法,本文方法在不同噪声水平下提升旋转矩

阵精度 1° ~ 5°,提升平移向量精度 100 ~ 400
 

mm。
未来工作考虑将改进棋盘格标定物设计,构造特殊

的 PnP 问题,以解决最小解标定方法的多解问题。 同时

融入观测数据之间的运动信息,增强标定结果的鲁棒性

和精度。
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