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摘　 要:外参标定是激光雷达与相机数据融合的关键前提,但目前的标定方法仍存在诸多不足,如依赖先验条件、特征约束单一

和标定精度不高等问题。 为此,提出一种融合互信息与多特征约束的两阶段外参自动标定方法,该方法有机结合了基于互信息

和基于多特征约束两种标定方法的优点,可由粗到精自动实现外参精准标定。 首先,第 1 阶段为基于互信息的外参粗标定,即
在无初值、阈值等先验条件情况下利用激光雷达反射率与相机灰度值之间的关联性,通过构建最大化模型,在互信息最大时采

用自适应梯度最值算法求解出外参的初值,从而摆脱对先验条件的依赖。 其次,第 2 阶段为融合多特征约束的外参精标定,即
利用激光雷达和相机获取的点-线、点-面、线-面等多种约束来优化第 1 阶段获得的外参,并使用 ICP 算法最小化点云 3D 几何

特征与图像 2D 几何特征之间的重投影误差,以获得外参的最优值。 最后,基于自制的镂空圆形标定板(同时具有点线面特征)
在较为复杂的室内外环境下进行了外参标定试验,结果表明所提出的标定方法可以在没有初值的情况下,能自动计算出的激光

雷达与相机外参,同时具有较高的精度和稳定性。
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Abstract:
 

Extrinsic
 

calibration
 

is
 

a
 

key
 

prerequisite
 

for
 

the
 

data
 

fusion
 

of
 

LiDAR
 

and
 

camera.
 

However,
 

the
 

current
 

calibration
 

methods
 

still
 

face
 

several
 

challenges
 

such
 

as
 

dependence
 

on
 

prior
 

conditions,
 

single
 

feature
 

constraints,
 

and
 

low
 

calibration
 

accuracy.
 

To
 

address
 

these
 

issues,
 

this
 

paper
 

proposes
 

a
 

two-stage
 

automatic
 

extrinsic
 

calibration
 

method
 

that
 

integrates
 

the
 

mutual
 

information
 

and
 

multi-
feature

 

constraints.
 

It
 

combines
 

the
 

advantages
 

of
 

mutual
 

information
 

and
 

multi-feature
 

constraints
 

methods.
 

Firstly,
 

by
 

constructing
 

a
 

mutual
 

information
 

maximization
 

model,
 

the
 

first
 

stage
 

is
 

the
 

coarse
 

extrinsic
 

calibration
 

based
 

on
 

mutual
 

information.
 

This
 

stage
 

obtains
 

the
 

initial
 

extrinsic
 

calibration
 

parameters
 

according
 

to
 

the
 

correlation
 

between
 

LiDAR
 

reflectance
 

and
 

camera
 

grayscale
 

values,
 

not
 

depending
 

on
 

the
 

initial
 

values,
 

set
 

values,
 

or
 

any
 

other
 

prior
 

conditions.
 

Additionally,
 

we
 

design
 

an
 

adaptive
 

gradient
 

algorithm
 

to
 

refine
 

the
 

initial
 

values
 

of
 

the
 

extrinsic
 

parameters.
 

Secondly,
 

the
 

following
 

stage
 

involves
  

the
 

fine
 

calibration
 

of
 

extrinsic
 

parameters
 

with
 

multi-feature
 

constraints,
 

which
 

uses
 

the
 

multiply
 

constraints
 

including
 

the
 

point-to-line,
 

point-to-plane
 

and
 

line-to-plane,
 

to
 

optimize
 

the
 

initial
 

extrinsic
 

parameters
 

obtained
 

from
 

the
 

first
 

stage.
 

Also,
 

the
 

iterative
 

closest
 

point
 

(ICP)
 

algorithm
 

is
 

utilized
 

to
 

minimize
 

the
 

reprojection
 

error
 

between
 

the
 

3D
 

geometric
 

features
 

of
 

the
 

point
 

cloud
 

and
 

the
 

2D
 

geometric
 

features
 

of
 

the
 

image.
 

Finally,
 

we
 

conducted
 

the
 

extrinsic
 

calibration
 

experiments
 

in
 

both
 

indoor
 

and
 

outdoor
 

challenging
 

environments
 

using
 

a
 

special-designed
 

hollow
 

circular
 

calibration
 

board,
 

which
 

simultaneously
 

possesses
 

the
 

multi-feature
 

constraints:
 

point,
 

line,
 

and
 

plane.
 

The
 

experimental
 

results
 

proved
 

that
 

the
 

proposed
 

calibration
 

method
 

can
 

automatically
 

and
 

precisely
 

achieve
 

the
 

extrinsic
 

parameters
 

of
 

LiDAR
 

and
 

camera
 

not
 

depending
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on
 

initial
 

values.
 

Additionally,
 

the
 

method
 

exhibits
 

higher
 

accuracy
 

and
 

stability.
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information;
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constraints

0　 引　 　 言

　 　 随着当今自动驾驶、机器人技术等领域的不断发展,
对系统能否在复杂环境下实现高稳定、高精度决策能力

的需求日益提升。 在这一挑战中。 对外界复杂环境的感

知,决定着系统能否满足更高水准的智能化[1-2] 。 然而单

一传感器能够提供的信息不足,如激光雷达能够提供高

精度的三维点云数据,抗干扰性好、不受光照变化影响,
有准确的深度信息,但缺乏色彩和纹理信息。 相机作为

最常见的传感器,通过拍照采集目标图像提供丰富的纹

理信息,但相机缺乏深度信息且稳定性差,易受光照、天
气影响。 激光雷达和相机数据融合可实现两传感器信息

互补,得到更全面、准确的三维环境信息,被广泛用于自

动驾驶、机器人技术等领域[3-4] 。
激光雷达和相机数据融合的首要步骤是精确稳定的

外参标定,即确定两个传感器之间的相对位姿关系[5-6] 。
目前常见的外参标定方法大致可以分为两类:基于目标

标定法和无目标标定法[7-8] 。
1)基于目标标定法,指同时在激光雷达和相机数据

中检测人为设计的目标或人为选择特征点,计算目标

在各传感器坐标系下的位姿关系,确定激光雷达和相机

的外部参数。 Zhang[9] 提出了基于的棋盘格标定法

仍是一种被广泛采用的传感器外参标定方法之一。
覃兴胜等[10] 提出了基于标定板关键点的激光雷达与相

机外参标定方法,利用点面对应算法求出优化的标定外

参。 Song 等[11] 设计了一种具有独特几何特征的辅助标

定装置。 Beltrn 等[12] 设计了一款在长方形 4 个角放置

ArUco 码及中间 4 个镂空的圆形标定板对激光雷达与相

机外参进行标定。
2)无目标标定法,指利用自然场景边缘信息或者激

光雷达与相机之间的相对运动关系来完成激光雷达和相

机外参标定[13] 。 它不需要在场景中摆放标识物,标定过

程简单,可实现在线标定,又可细分为:基于特征标定方

法和基于运动标定方法。
(1)基于特征标定方法。 它要求相机和激光雷达存

在重叠视野,提取重叠区域内的特征(如线特征、面特

征), 然 后 构 建 目 标 函 数, 迭 代 优 化 得 到 外 参[14] 。
Bai 等[15] 利用平行线对应的 3D-2D 消失点得到激光雷达

和相机外参旋转矩阵,通过点在线上的约束得到平移矩

阵。 Ying 等[16] 提出了一种基于运动和边缘匹配的两阶

段校准方法,不需要特殊结构的目标也可得出较精确的

外参。 Li 等[17] 利用三面正交的场景获取角点,根据点面

的几何关系构建约束模型完成激光雷达和相机外参标

定。
(2)基于运动标定方法。 基于运动标定将激光雷达

和相机外参校准视为手眼标定问题,不要求相机和激光

雷达有视野重叠,通过传感器的一串移动序列建立齐次

变换方程,反解出外部标定参数。 Huang 等[18] 提出一种

基于 Gauss-Helmert 估计范式的外参标定方法,并给出了

多传感器运动约束公式。 Taylor 等[19] 提出了一套适用于

任何系统由激光雷达、相机和导航传感器构成的校准方

法。 首先对每个传感器的连续帧进行校准,然后利用传

感器之间运动联系实现外部参数标定。
总体而言,虽然基于目标标定法和无目标标定法可

以实现激光雷达和相机的外部参数标定,但仍存在以下

局限性[20-25] 。
1)基于目标标定法需要在场景中人为设置标识物,

标定过程较为繁琐,需要进行标定板位置的摆放、同名特

征手动标记等操作,自动化程度较低,标定精度不稳定。
2)无目标标定法的精度低,标定结果易受环境信息、

外参初值、特征提取、运动轨迹等因素干扰,稳定性不足。
3)目前标定过程中常采用单一几何特征进行约束,

导致约束条件不够,易受到非线性误差的影响,外参标定

精度不高。
针对上述局限性,迫切需要研发一种既能保证激光

雷达与相机外参标定的精度和稳定性,又能提升自动化

程度并不依赖先验条件的方法来解决以上存在的问题。
为此,提出一种融合互信息与多特征约束的两阶段

外参自动标定方法,该方法有机结合了基于互信息和基

于多特征约束两种标定方法的优点。 其中基于互信息标

定方法也属于无目标标定的范畴,它是利用雷达反射率

与相机灰度值之间的关联性,并在全局关联性最大化时

自动确定外参初值不依赖先验条件,避免标定过程中发

生局部收敛。
本研究主要包括 3 部分:数据获取,特征提取和两阶

段外参标定,其创新性主要体现在以下两个方面:
1)该方法有机结合了互信息与多特征约束两种标定

技术的优点,可由粗到精两阶段自动实现外参精准标定。
粗标定时,无需提供外参初值,利用互信息最大化自动获

取外参初值;精标定时,利用多特征约束优化第一阶段获

得的外参,通过最小化重投影误差精确获得外参的最

优值。
2)该方法融合两种或多种几何特征约束信息,建立

了包含点-线、点-面、线-面等多种特征约束的外参标定

数学模型,保证了外参标定结果的精确性与稳定性。
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1　 外参标定问题描述

　 　 本研究的整体研究思路如图 1 所示,激光雷达与相机

的联合外参标定的本质在于确定激光雷达与相机之间的

相对位置和姿态关系,使其两者能够在共同的坐标系下进

行数据融合和协同处理。 如图 2 所示,在激光雷达和相机

外参标定坐标系中共有 4 类坐标系,分别为:激光雷达坐

标系(L)、相机坐标系(C)、世界坐标系(W)与像素坐标系

(P)。 在外参标定中,其坐标转换关系可由式(1)表示。

图 1　 总体技术框架

Fig. 1　 Overall
 

technical
 

framework

图 2　 激光雷达和相机外参标定原理

Fig. 2　 Schematic
 

diagram
 

of
 

LiDAR
 

and
 

camera
 

external
 

parameter
 

calibration

　 　 pC = (RC
L tCL )PL (1)

式中: pC = (XC,YC,ZC) T 表示观测目标在 C 系下的坐

标,这需要将 W 系下的观测目标坐标反投影至 C 系下

获得;PL = (XL,YL,ZL)
T 为 L 系下坐标;(RC

L tCL ) 分别

表示 L系到 C 系所需的旋转矩阵与平移向量,亦为所求

外参。
在标定精确的情况下,式(1) 变换后的两坐标系应

该重叠,即激光雷达的点云轮廓与相机图像应完全重合

(图 3(a))。 然而在实际操作中,由于外参初值设置不

当,标定算法本身精确度不足等都会使最终的标定结果

出现局部收敛现象,导致激光雷达与相机的坐标系之间

无法对齐,如图 3( b)所示,激光雷达与相机图像投影产

生偏差。 此时,激光雷达与相机的外参标定结果无法被

投入使用。 因此,激光雷达与相机在数据融合前,需要对

其进行精确外参标定。

图 3　 激光雷达与相机图像投影对比

Fig. 3　 Comparison
 

of
 

LiDAR
 

and
 

camera
 

image
 

projection

2　 数据获取

2. 1　 特殊标定板设计

　 　 为了满足本研究算法同时对点、线,面特征的需求,
本文设计了一款新型标定板,其由棋盘格、镂空圆与增强

现实 标 记 码 ( augmented
 

reality
 

university
 

of
 

cordoba,
ArUco)共同构成。 其中,棋盘格与镂空圆为算法可同时

提供丰富的点、线、面特征,确保算法的精确性与稳定性,
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ArUco 码自身独特的编码信息能够简化算法的检测与识

别过程,也提高了算法自动化水平。 使外参标定在单帧

视图下仍能得到较好的结果,标定板样式如图 4 所示。

图 4　 特殊标定板样式

Fig. 4　 Schematic
 

diagram
 

of
 

the
 

style
 

of
 

the
 

special
 

calibration
 

plate

所设计新型标定板规格为 1. 0
 

m×0. 9
 

m,板上镂空

圆形半径为 10
 

cm,棋盘格边长规格为 5
 

cm,于四周构成

7×6 的棋盘。
2. 2　 点云分割与优化

　 　 雷达获取的数据将首先进行环境点云的去除,通过

滤波技术提升点云质量,再利用平面拟合方式完成对标

定板点云的分割。 由于本研究的固态雷达采用非重复式

扫描模式来获取空间中的点云信息,这使得单次扫描的

数据过于稀疏,难以观测到标定板上的特征信息,虽可以

利用点云叠加的方式致密,但每帧数据中的异常值也将

被保留,点云噪声的累加会导致最终点云过于模糊,传统

的随机一致性算法( random
 

sample
 

consensus,RANSAC)
所获得的效果不佳。

为此,提出对 RANSAC 算法进行改进,在原有的基

础上融合法向信息进一步提高算法去除异常值的能力,
其原理可由图 5 表示。

图 5　 异常点去除

Fig. 5　 Schematic
 

diagram
 

of
 

anomaly
 

removal

1)
 

将滤波降噪后的点云后的点云集记为 P f =
{P f

1,P f
2,…,P f

n}, 首先利用 RANSAC 算法进行平面拟合;
于 P f 中随机选取一定量的点云,构建当前数据下的平面

模型。
Ax + By + Cz + D = 0 (2)

式中: A、B、C 和 D 均为常系数,
 

A、B、C 决定着平面模型

的方向,D 为沿平面模型法线方向上移动的常数。
然后,以此平面为基础,计算点云集内各点距离平面

的欧式距离,为剔除点云集中的偏移点,距离阈值 dt 将被

定义,以判断各点是否为模型样本内点。 对判断过程进行

重复,选取内点数量最多的平面为最优模型,将最优模型

作为标定板点云平面,记为 Pm = {Pm
1 ,Pm

2 ,…,Pm
n }。

2)
 

于 Pm 中任选一点云,则该点云的领域中心可表

示为:

P- m = 1
n ∑

n

i = 1
Pm

i (3)

式中: P- m 表示所选邻域中心坐标;n 为所选邻域中点的

个数。
利用主成分分析法[24] ( principal

 

component
 

analysis,
 

PCA)建立 P- m 与 Pm
i 间的协方差矩阵,根据P- m 与 Pm

i 之间

的欧式距离决定 Pm
i 在协方差矩阵中的权重大小,将协方

差矩阵写为:

Cov = 1
n ∑

n

i = 1
ζ i‖Pm

i -P- m‖ (4)

式中: ζ i 表示 Pm
i 所占据的权重,这与距P- m 的欧式距离成

反比。
对式( 4) 进行特征值分解,假设得到的特征值为

λ 0,λ 1,λ 2,且 0 ≤ λ 0 ≤ λ 1 ≤ λ 2,则 λ 0 所对应的单位特

征向量即为 Pm 的平面法向量 nL。
3)

 

对 Pm 中的每一点进行遍历,找到其 k 个最近邻

点,并利用最近邻点的坐标值计算出局部拟合平面,该平

面的法向量即为查询点的法向量,记为 n(Pm
i )。

最后,根据式(5)计算出点云中点的法向量与 nL 的

夹角。

θi = arccos
< nL,n(Pm

i ) >
‖nL‖·‖n(Pm

i )‖
(5)

式中: θi 表示第 i 个点法向量与平面法向量 nL 的夹角。
选定角度阈值 θt,若 θi ≤ θt 则表示法向量在运行的

范围内,该点可视为标定板内点,否则将其视为法向量异

常点,为了保证标定板点云的精确性,异常点将被剔除,
最终得到的点云集即为标定板点云。

针对非重复式扫描带来的不均匀性的影响,本文采

用控制点云密度的方式来进行处理。 将优化后的每一帧

点云进行叠加,最终得到特征明显的点云合集记为 Pu =
{Pu

1 ,Pu
2 ,…,Pu

n}。
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3　 特征提取

3. 1　 激光雷达点云特征提取

　 　 在获取 Pu 后,利用激光对不同颜色的棋盘格的反射

强度不一致完成对角点的提取,为了能够对反射强度进

行自适应处理,设立灰度区域[η1,η2] 解决距离带来的

误差影响。 当反射强度小于 η1 时,将其作为黑色区域反

射的数据,大于 η2 则认为来自空白区域。 η1,η2 由强度

峰值确定,定义如式(6) 所示。
η1 = ((εg - 1)R1 + R2) / εg

η2 = ((εg - 1)R2 + R1) / εg
{ (6)

式中: εg 为常数,用以角点估计与误差评估;R1,R2 为强

度峰值。
接着对点云集进行网格化,并对每个格点检测周围

反射强度以判断角点,基于反射强度与棋盘颜色之间对

应关系之间的约束建立成本函数,完成对角点的提取,并
将提取到的角点点云集记为 P i。

针对镂空圆心在雷达坐标系中的位置,利用深度信

息进行拟合。 由于镂空圆上的点在点云中并不连续,其
深度信息在边缘处会出现断层现象,对于 Pu 中的点,其
深度信息可由式(7)表明。

Pu
i,Δ = max(Pu

i -1,d - Pu
i,d,P

u
i +1,d - Pu

i,d,0) (7)
式中: Pu

i,Δ 为 Pu
i 的深度差;Pu

i,d 为 Pu
i 处深度值;Pu

i - 1,d,
Pu

i + 1,d 为同一扫描线上相邻点的深度值, 在镂空圆边

缘处,将出现深度值突变的现象,如图 6 所示。

图 6　 点云圆心坐标检测

Fig. 6　 Schematic
 

diagram
 

of
 

point
 

cloud
 

circle
 

center
 

coordinate
 

detection

将提取到的圆心为 P i,O(x i,y i,zi),包含在圆心点云

集 PO
i :{ i = 1,2,3,4}。
记录下所采集的镂空边缘点 P i. O,利用 P i. o 的坐标位

置求 解 出 P i. o 所 在 圆 的 圆 心 坐 标 Pv(x0,y0,z0)。
Pv(x0,y0,z0) 由式(8) 得出。

r2 = (x1 - x0) 2 + (y1 - y0) 2 + ( z1 - z0) 2

r2 = (x2 - x0) 2 + (y2 - y0) 2 + ( z2 - z0) 2

r2 = (x3 - x0) 2 + (y3 - y0) 2 + ( z3 - z0) 2

ì

î

í

ï
ï

ïï

(8)

式中:r 为 Pv 所在圆半径,这由标定板尺寸确定,本研究

中 r= 10
 

cm。
综上,完成了对于标定板点云的特征点提取,然而单

一的点特征会使得点之间的关系和组织会产生缺失,无
法获取更丰富的特征信息,因此,将在点的基础上加入线

面特征以增强信息的表达能力。
对于点云中的线特征,以 Pv 为基点,取标定板圆心

点云集 PO
i 中的点云坐标,以式(9) 建立两点间直线方

程,取直线方程的单位方向向量作为 L 系下的线特征。
将线特征的集合记为 kL

i :{ i = 1,2,3,4}。
x - x0

x i - x0

=
y - y0

y i - y0

=
z - z0

zi - z0
(9)

对于点云中的面特征,2. 2 节中已求出标定板点云

的平面法向量 nL, 将以平面法向量建立起面与面之间的

约束。
3. 2　 相机图像特征提取

　 　 首先通过 ArUco 码进行快速定位,针对图像中的点

特征,本文并利用 Shi-Tomasi[23] 检测算法提取角点,计算

图像中每个像素点的梯度信息,并综合梯度信息给出对

每一个像素点的响应函数如式(10)所示。
PX = min(μ1,μ2) (10)

式中: μ1,μ2 为像素点周围特征值,对所有像素点的响应

值进行排序,最高响应值的像素点将被作为角点。
以 Canny 边缘检测算法[26]获取图像中的镂空圆坐标,

计算边缘二值图,并将初始圆心位置设为 N(a,b)= 0,沿梯

度方向经过的点累加, N(a,b) 的最大值即为圆心所在。
将求取的二维像素信息恢复到三维坐标下,利用透

视 n 点(perspective-n-point,PnP)获取 W系与 C系的转换

参数(RC
W tCW),以反投影的方式求出特征点在 C 系下的

三维坐标。
pC = RC

WP
W + tCW (11)

式中: pC 表示 C 系下坐标三维点,PW 为同质点在 W 系下

的坐标,RC
W 和 tCW 分别表示将坐标从世界坐标系转换到相

机坐标系的旋转矩阵与平移向量。
然后,在角点转换后将其记为点集合 p i: { i = 1,2,

…,n} 中,圆心记为 p i,O,包含在点集合 pO
i :{ i = 1,2,3,4}

中;并利用式(8) 求解出 pO
i 所在圆的圆心坐标 pv。

取 pO
i 中的点构建直线方程,取直线方程的单位方向

向量作为 C 系下线特征。 并将 C 系下的线特征集合记为

kC
i :{ i = 1,2,3,4}。

在 W 系下, 标定板平面的单位法向量被设为
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nW = (0,0,1) T,根据(RC
W tCW) 可求得 C 系下平面法向

量为:
nC = RC

WnW (12)
式中: nC 表示标定板在 C 系下的平面法向量。

4　 两阶段外参标定

4. 1　 基于互信息关联最大化的粗标定

　 　 Sun 等[25] 的研究表明,在实际的室内 / 室外校准场景

中,图像灰度与激光雷达反射率之间存在着高度相关性,
在不存在大片阴影的环境下,能够胜任外参标定任务。
首先利用互信息最大化的方式求解出第 1 阶段的全局最

优解。 详细的算法流程下。
1)

 

输入点云的反射率与同质点的像素;
2)

 

获取两者的概率密度,并进行边缘与联合熵的

获取;
3)

 

建立起点云与像素之间的互信息统计相关性,并
获取代价函数;

4)
 

通过最陡梯度算法对代价函数迭代计算,最终获

得第 1 阶段的粗标定外参。
在本研究中,将点云与之投影至像素坐标系上的对

应点记为同质点,以 h i 表示。 同质点的反射率与灰度被

记为 x i 与 y i,则所有同质点的反射率与灰度为X = {x i,i =
1,2,…,n} 与 Y = {y i,i = 1,2,…,n}, 其 范 围 都 在

[0,255] 之上。
依靠互信息原理,建立起 X,Y 的统计相关性如下,外

参的精确度越高,两者之间的关联性越大。
MI(X,Y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y) (13)

式中: H(·) 表示随机变量的熵,定义为:

H(X) = - ∑
n

i = 1
pX(x i)logpX(x i) (14)

H(Y) = - ∑
n

i = 1
pY(y i)logpY(y i) (15)

H(X,Y) = - ∑
x∈X

∑
y∈Y

pXY(x i,y i)log
 

pXY(x i,y i) (16)

式中: p(·) 表示随机变量的概率分布;pX(x) 与 pY(y) 为

反射率和灰度为 x,y 时的概率, 其边缘分布概率以及联

合分布概率的求解方法由式(17) ~ (19)给出。

pX(x) = 1
n ∑

n

i = 1
Kω(x - x i) (17)

pY(y) = 1
n ∑

n

i = 1
Kω(y - y i) (18)

pX,Y(x,y) = 1
n ∑

n

i = 1
KΩ

x
y

é

ë
êê

ù

û
úú -

x i

y i

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú( ) (19)

式中: Kω 与 KΩ 为边缘概率分布和联合概率分布的核函

数,由 X 和 Y 的标准差确定。

在正确的外参下,同质点之间的反射率与灰度值之

间,互信息关联性将达到最大,于是外参的求解可表

示为:

Θ
^ = argmaxMI(X,Y;Θ) (20)

式中: Θ = [x,y,z,φ,θ,ψ] T, 其内参数分别表示外参矩

阵的平移量与旋转量,可以将外参矩阵表示为:

T1 =
R1 t1

0 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (21)

式中: R1 = [ψ × θ × φ] 为外参矩阵 T1 的旋转部分,t1 =
[x,y,z] T 为 T1 的平移部分。

可以将式(21)中的 MI(X,Y;Θ) 通过概率密度进行

表示,并将最终的外参求解写为:

Θ̂ = argmax ∑
x∈X,y∈Y

pX,Y(x,y)log2

pX,Y(x,y)
pX(x)pY(y)

(22)

最陡梯度算法能够使计算过程沿函数的梯度方向进

行,使得迭代过程尽可能缩短,利用最陡梯度算法来进行

互信息 全 局 最 优 解 的 计 算, 并 在 保 留 BB ( Barzilai-
Borwein) 算法[27] 的自适应步长的基础上, 提出结合

Nesterov 算法[28] 的超前思想,改进算法的梯度方向,其具

体实现过程与原理示意如图 7 所示。

图 7　 改进后的算法

Fig. 7　 Schematic
 

diagram
 

of
 

the
 

improved
 

algorithm

若将代价函数的梯度表示为:

ΔJ(Θk) = ΔMI(X,Y;Θk) (23)
式中: ΔMI(·) 表示输入变量 Θk 的梯度值。

则根据梯度下降算法,可以将 k + 1 次迭代的估计值

与动量写为:
Θk+1 = Θk + γ kVk+1 (24)
Vk+1 = βVk + (1 - β) ΔJ(Θk + χVk) (25)

式中: Θk 表示第 k次迭代后的估计值; ΔJ(Θk) 为代价函

数在 Θk 处的梯度;Vk 表示在 k 次时的动量,通过动量进

行收敛方向的调整可以加速收敛与平稳参数更新过程;
χ 表示动量的衰减幅度;β 表示常量系数,相当于对历史

数据进行加权求和,距离当前越近的数据权重越大,反之



　 第 1 期 刘万里
 

等:融合互信息和多特征约束的激光雷达与相机外参标定方法 35　　　

权重越小;γ k 表示步长,可由式(26)确定。

γ k =
ΔΘT

k ΔΘk

ΔΘT
k ΔJk

(26)

式中: ΔΘk = Θk - Θk-1;ΔJk =

ΔJ(Θk) - ΔJ(Θk-1)。
图 7 中长点画线表示在未对梯度方向修正时的迭代

方向,双点划线代表该点的动量方向,它由历史数据而决

定,点划线表示经修正后的梯度方向,用于实现代表修正

后的下降过程。 可以看出,改进后的算法不仅在步长上可

以进行自适应调整,同时也能根据当前数据进行预测,从
而使迭代更优。 在本研究中,迭代后的最终值将使用迭代

最近点算法(iterative
 

closest
 

point,
 

ICP)进一步优化。
4. 2　 基于 ICP 算法的精标定

　 　 基于互信息关联最大化的第 1 阶段外参标定可以实

现激光雷达与相机的初次配准,然而由于互信息这种无

目标标定方式本身的限制,其标定精度上仍有着较大的

进步空间,外参标定结果有待进一步优化。 针对这一问

题,选择只关注标定板的局部特征,利用 ICP 配准算法,
通过特征点、线与平面法向量建立误差函数,对外参二次

标定,详细算法流程为:
1)

 

输入互信息所得的一阶段外参,并通过外参对相

应的特征集进行匹配;
2)

 

误差函数建立,构建起点特征之间的误差函数,
构建起向量特征之间的误差函数;

3)
 

计算目标误差函数的变换矩阵,并迭代优化使误

差最小化;
4)

 

判断误差是否到达阈值,若是,则输出此时的最

终外参,若否,则返回 3)继续迭代。
首先,传入经互信息最大化所得到得第 1 阶段外

参 T1,将激光雷达与相机的特征集进行配准,以 P i 为例,
经 T1P i 后,于 p i 内进行最近邻搜索,建立特征集的对应

关系。
在 T1 转换后的基础上,针对角点特征集 P i 与 p i,圆

心特征集 PO
i 与 pO

i ,计算彼此在外参系数 T1 下转换时的

欧式距离误差,建立如式(27) 的误差函数。
Epoint(R,t) = E1(R,t) + E2(R,t)

E1(R,t) = c1∑
n

i = 1
‖RP i + t - p i‖

2

E2(R,t) = c2∑
n

i = 1
‖RPO

i + t - pO
i ‖2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(27)

式中: Epoint(R,t) 为 点 特 征 的 误 差 函 数;E1(R,t)、
E2(R,t) 分别为角点与圆心特征集的误差函数;c1,c2 为

各自所占权重,依据集合中点的数量而定;(R,t) 为在此

对应关系下所要求解的外参。
针对线向量特征集 kL

i 与 kC
i ,建立如式(28) 的误差

函数,计算彼此在外参系数 T1 下转换时的角度误差。

E line(R) = c3∑
n

i = 1
arccos(kL

i k
C
i ) (28)

式中: E line(R) 为向量特征的误差函数;c3 为线向量所占

权重,依据向量的数量而定。
针对平面法向量 nL 与 nC,建立如式(29) 误差函数,

计算在外参系数 T1 下转换时角度误差:
Eplant(R) = c4arccos(nLnC) (29)

式中: Eplant(R) 为平面法向量特征的误差函数; c4 为平

面法向量所占权重,依据向量的数量而定。
综上,建立起总误差函数为:
Eall(R,t) = Epoint(R,t) + E line(R) + Eplant(R) (30)
由此, 将 外 参 求 解 转 化 为 计 算 满 足 误 差 函 数

min[Eall(R,t)] 的最优解 (R,t) 问题。 然后利用奇异值

分解(SVD)的方法对其进行求解,以角点部分为例进行

求解过程说明如下:
1)

 

去中心化处理,即求得角点坐标质心。

P = 1
n ∑

n

i = 1
P i

p = 1
n ∑

n

i = 1
p i

(31)

计算各点对于质心的位移。
QL

i = P i -P

QC
i = p i -p

(32)

2)
 

利用质点位移进行协方差矩阵的计算,并对协方

差矩阵进行奇异值(SVD)分解。

H = ∑
n

i = 1
QL

i (Q
C
i ) T = UΛVT (33)

式中: U、V 都为 3 × 3 矩阵,它们由(HHT),(HTH) 的特

征向量构成,Λ 为奇异值矩阵,通过求解每个奇异值即可

得到。
3)

 

基于矩阵 U,V,便可对旋转矩阵 R 进行求解,即
R = VUT, 代回式(27)即可求出平移向量,最终得出外参

矩阵为:

(R t) = VUT p - VUT P
0 1( ) (34)

将计算得出的 (R t) 应用于特征点集与特征向量

集,重新进行对应点匹配,并对点的欧式距离以及向量的

角度误差进行计算。 设立阈值 e,当 Eall > e时,则对此过

程进行重复,直至 Eall ≤ e,将此次计算的(R,t) 结果作为

最终的外参矩阵(R2,t2) 输出。

5　 试验与分析

　 　 实验将在 Ubuntu20. 04 系统下开展,实验设备选用

Livox
 

Mid-70 激光雷达与 Intel
 

RealSense
 

D435i 相机,其
中 Intel

 

RealSense
 

D435i 相机仅用于二维图像的采集,将
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两者安装在自主设计的手持支架上,两者的坐标系关系

与场景示意如图 8。

图 8　 设备组成与坐标关系

Fig. 8　 Relationship
 

between
 

device
 

composition
 

and
 

coordinates

为验证所提方法的有效性,分别在室内和室外环境下

进行激光雷达与相机的外参标定实验。 为了增强最后结

果的说服力,实验中设置了不同方法的对比实验。
本研究选择将单独使用互信息最大化法、点特征匹

配法与线特征匹配法作为对比实验,以此说明提出的两

阶段、多约束方法所做出的贡献。 实验流程为:
1)

 

在室内与室外环境下分别记录激光雷达与相机

当前位置的点云和图像数据,保持标定板位置不变,改变

激光雷达与相机的观测位置,重复 4 次,于 5 个不同的观

察位置下取得每一次的数据集。
2)

 

分别使用上述的各种方法与所提方法进行标定,
获取该方法下的外参值,并改变初始时刻给与的外参初

值,进行重复标定,记录下不同初值时的标定结果。
5. 1　 室内标定试验

　 　 首先,将点云通过标定后的外参矩阵投影至像素坐

标系以获取残差向量 r, 通过其统计量定量判断单独使

用互信息最大化方法、点特征匹配法(intensity-based
 

lidar
 

camera
 

calibration,ILCC)、线特征匹配法与所提方法的

标定效果。 并在室内开展 5 组实验,以折线图的形式

给出每种方法残差统计量的平均值。 具体结果如图 9
所示,图中横坐标表示第几组实验,纵坐标表示残差

大小。

图 9　 室内环境下残差结果对比

Fig. 9　 Comparison
 

of
 

residual
 

results
 

in
 

indoor
 

environment

以表格的形式给出各方法在不同残差下的占比,为
了使数据更具有代表性,将各组数据进行求取均值,其结

果如表 1 所示。

表 1　 室内不同方法所占残差比例

Table
 

1　 Proportion
 

of
 

residuals
 

for
 

different
 

indoor
 

methods

方法
均值

/ pixel

残差占比 / %

r < 0. 5 r < 1 r < 5 r < 10

基于 MI 9. 77 1. 89 3. 93 39. 34 60. 15

基于 ILCC 4. 76 5. 64 10. 60 59. 40 90. 60

基于线 3. 20 12. 42 23. 76 76. 91 95. 43

本文方法 1. 80 16. 66 32. 46 99. 52 100

　 　 由表 1 可看出,单独使用互信息最大化的方法进行

标定时,其平均残差大小为 9. 7
 

pixels,约有 60% 的残差

被控制在 10
 

pixels 内,这证明了在精确度上仅用互信息

最大化的方式有着较大的进步空间;基于标定板的 ILCC
在精度上有所上升,其平均残差大小为 4. 7

 

pixels,且绝

大部分残差<10
 

pixels(90. 60% );基于线特征的方法进

一步提高了结果的精度,其残差均值为 3. 2
 

pixels;相比

之下,本研究的方法在标定精度上取得了更好的效果,每
一组的平均残差都控制在 2

 

pixels 左右(相对于单独使用

互信息最大化法,平均残差下降了 8
 

pixels),其中峰值大

小在 5
 

pixels 左右,仅有极少部分的重投影残差>5
 

pixels
(0. 48% )。 这验证了本研究方法的精确性与稳定性。

基于线特征的方式依靠不断迭代缩小残差,这需要

可靠的外参初值作为保证,否则很容易造成局部收敛的

现象发生。 因此接下来的试验将验证基于线特征与本研

究方法在不同程度初值变化下算法的有效性,在上述已

求得精确外参的基础上,通过改变旋转矩阵与平移向量

来实现初值变换的模拟,在对比试验中,3 个方向的旋转

角度最大变换范围被控制在 8°,最大平移量被控制在

8
 

cm,3 个轴上的旋转与平移变化将同时同比例发生。
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将不同观测位置下的误差求取均值以确保结果具有代表

性。 为判断初值对最终结果的影响,选择不同初值所求

外参矩阵与精确值之间的各旋转轴和各平移量的误差大

小来衡量外参初值的影响,其误差对比如图 10 所示。

图 10　 室内环境下旋转与平移误差对比
Fig. 10　 Comparison

 

of
 

rotation
 

and
 

translation
 

errors
 

in
 

indoor
 

environment

由图 10 可以看出,在变化量为 2 与 3 时,基于线特

征方法与本方法都能起到较好的标定效果 ( 旋转误

差<1°,平移误差<1
 

cm),但当变化量从 4 开始,基于线

特征的方式出现了很大的误差突变,经过对迭代过程的

观察,发现当变化量为 4 时,线特征出现了匹配错误,发
生了严重的局部收敛现象,这证明基于线特征的标定方

法对外参初值的要求较高。 而所提方法对初值变化并不

敏感,在变化量达到最大时,各轴上的旋转误差仍被控制

在 1°以下,平移误差被控制在 1. 0
 

cm 以下。 这证明所提

方法能够在确保精确性的前提下(平均残差 2
 

pixels),降
低对初值的依赖程度。

两种方法的平均旋转误差与平移误差如表 2 所示。

表 2　 室内环境下外参标定平均误差对比

Table
 

2　 Comparison
 

of
 

the
 

average
 

error
 

of
 

external
 

parameter
 

calibration
 

in
 

indoor
 

environment

旋转 / ( °) 平移 / cm

x y z x y z

基于线特征 3. 18 3. 41 3. 98 4. 91 3. 33 6. 75

本文方法 0. 53 0. 30 0. 48 0. 45 0. 34 0. 29

　 　 利用初值变化最大时(变化量为 8) 所求外参将点

云,重投影至相机图像,通过观察投影点云与相机对齐程

度定性判断此次标定效果,为了验证算法在复杂环境下

的稳定性,选取了不同的室内环境对点云进行重投影,并
在场景中添加了额外的干扰物,保证验证场景中的物体

多样性。
室内各场景下的点云投影图如图 11 所示,其点云是

以强度上色的,因此面对在不同场景下由于光源的改变,
色彩发生了变化,其中,图 11(a)中多以规则的物体作为

干扰物与噪声,图 11( b)中多以不规则物作为干扰与噪

声。 但可以看出经过投影之后的点云与图像实现了精准

的对齐, 两种干扰下, 角点处几乎没有误差出现, 在

图 11(a)中,墙面与玻璃处,规则物体的边缘处,都取得

了较好的对齐效果,在图 11(b)中,不规则物体处的点云

也能很好的与图像边缘对应。 说明本方法在初值变化较

大时仍能实现精确的外参标定,同时面对复杂环境带来

的干扰,具有不错的稳定性。

图 11　 室内环境下重投影

Fig. 11　 Reprojection
 

in
 

an
 

indoor
 

environment

5. 2　 室外标定试验

　 　 同样于室外开展了标定实验,具体的试验设置将同

室内环境保持一致,同样以折线图的方式给出各方法标

定的残差结果,如图 12 所示。
可以看出,在室外环境下,所提方法仍具有较好的标

定效果,每一组的平均残差仍处在 2
 

pixels 左右。
同样以表格的形式给出残差占比,其结果如表 3

所示。 可以看出, 室外环境下, 绝大部分的重投影残
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图 12　 室外环境下残差结果对比
Fig. 12　 Comparison

 

of
 

residual
 

results
 

in
 

outdoor
 

environment

差<5
 

pixels(99. 59% ),这证明所提方法在室外环境下仍

能够正常工作。

表 3　 室外不同方法所占残差比例

Table
 

3　 Proportion
 

of
 

residuals
 

for
 

different
 

outdoor
 

methods

方法
均值

/ pixel

残差占比 / %

r < 0. 5 r < 1 r < 5 r < 10

基于 MI 9. 43 1. 92 4. 21 40. 10 60. 45

基于 ILCC 5. 40 5. 25 10. 13 58. 76 90. 34

基于线 2. 74 15. 07 29. 32 82. 56 97. 89

本文方法 1. 79 17. 16 33. 77 99. 59 100

　 　 为验证室外条件下初值变化不同程度的影响,同室

内设置相同的对比试验,各轴上的旋转误差与平移误差

如图 13 所示。

图 13　 室外环境下旋转与平移误差对比
Fig. 13　 Comparison

 

of
 

rotation
 

and
 

translation
 

errors
 

in
 

outdoor
 

environment

由图 13 和表 4 可以看出,基于线特征方法在室外环境

下出现了很大的波动,稳定性不足,这可能是由于环境的复

杂性造成的,不同的初参对各轴上的变化量影响依旧很

大,初参不当时仍会出现严重的局部收敛现象;相比之下,
本研究所提方法在室外仍取得了较好的标定结果,在初参

发生变化时,能保持最终标定结果的稳定,各轴上的旋转误

差被控制在 0. 6°以下,平移误差被控制在 1. 0
 

cm 以下。

表 4　 室外环境下外参标定平均误差对比
Table

 

4　 Comparison
 

of
 

the
 

average
 

error
 

of
 

external
 

parameter
 

calibration
 

in
 

outdoor
 

environment

旋转 / ( °) 平移 / cm

x y z x y z

基于线特征 3. 11 3. 00 2. 66 5. 18 5. 00 1. 81

本文方法 0. 28 0. 22 0. 26 0. 46 0. 53 0. 46

　 　 同样的,在室外环境下利用初值变换程度最大时所

求外参将点云,重投影至像素坐标系,选取了具有复杂特

征的外界环境,来验证本研究算法具有稳定性,在环境中

包括了车辆、树木、建筑物与灌木等干扰物,其效果如

图 14 所示,图 14( a) 展示了对齐的角点与楼梯建筑边

缘,图 14(b)展示了对其的角点与不规则设备边缘。 可

以发现,室外环境下点云的投影结果仍能保持很好的重

合度,这从定性的角度证明,所提出的方法在复杂的室外

环境下具有稳定性,可以在室外进行正常工作。

图 14　 室外环境下重投影

Fig. 14　 Reprojection
 

in
 

an
 

outdoor
 

environment
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6　 结　 　 论

　 　 1)
 

针对目前标定方法存在依赖先验条件、特征约束

单一和标定精度不高等问题,设计了一款新型标定板,提
出了一种融合互信息与多特征约束的两阶段外参自动标

定方法。 该方法可由粗到精自动实现外参精准标定。 该

方法首先利用互信息关联最大化自动获取外参初值,然
后利用多特征约束优化第一阶段获得的外参,通过最小

化重投影误差精确获得外参的最优值。
2)

 

为验证所提方法的有效性,分别在室内与室外进

行了标定试验。 通过残差对比来验证精确性,通过各轴

上的旋转误差角度与平移误差距离来验证对初值不当的

抵抗性。 试验结果表明,所提方法可在没有初值的情况

下,能自动计算出的激光雷达与相机外参,同时具有较高

的精度和稳定性。
3)

 

为了能够更好的将本方法用于实际生产,在未来

的工作中需要关注:(1)在阴影面积较大时对第一阶段

标定有效性的影响;(2)点云的质量不佳时对特征提取

的影响。
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