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基于前馈隐马尔可夫模型的机器人演示
轨迹精准重构方法研究
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摘　 要:针对隐马尔可夫模型在机器人演示轨迹编码过程中存在的参数估计效率低,轨迹重构精度差的问题,提出了一种基于

前馈隐马尔可夫模型的机器人演示学习方法。 该方法通过林德-布佐-格雷( LBG)算法对采集的多条演示轨迹进行关键点识

别,利用最小失真准则选取合适的轨迹计算模型初始化参数,结合鲍姆-韦尔奇算法完成模型参数估计。 在此基础上,通过维

特比算法计算每个样本点最可能的归属状态,并采用极大似然估计对归属每个状态的样本点重新计算状态参数,最后通过高斯

混合回归获得重构轨迹。 为验证算法的有效性,设计了手写字母轨迹数据集和晶圆机械臂自动上料轨迹的演示学习实验,并引

入平均弗雷歇距离定量评估轨迹重构精度。 实验结果表明:采用本文所提方法的重构轨迹在晶圆机械臂自动上料轨迹中的平

均弗雷歇距离为 5. 49,较传统方法提升了 15. 15%的轨迹重构精度,具有良好的应用前景。
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Abstract:A
 

method
 

for
 

robot
 

demonstration
 

learning
 

based
 

on
 

forward
 

hidden
 

Markov
 

models
 

is
 

proposed
 

to
 

address
 

the
 

problems
 

of
 

low
 

parameter
 

estimation
 

efficiency
 

and
 

poor
 

trajectory
 

reconstruction
 

accuracy
 

in
 

the
 

process
 

of
 

robot
 

demonstration
 

trajectory
 

encoding.
 

The
 

method
 

identifies
 

key
 

points
 

of
 

multiple
 

collected
 

demonstration
 

trajectories
 

using
 

the
 

Linde-Buzo-Gray
 

( LBG)
 

algorithm,
 

selects
 

appropriate
 

trajectory
 

calculation
 

model
 

initialization
 

parameters
 

using
 

the
 

minimum
 

distortion
 

criterion,
 

and
 

completes
 

model
 

parameter
 

estimation
 

by
 

combining
 

the
 

Baum-Welch
 

algorithm.
 

On
 

this
 

basis,
 

the
 

Viterbi
 

algorithm
 

is
 

used
 

to
 

calculate
 

the
 

most
 

likely
 

attribution
 

state
 

of
 

each
 

sample
 

point,
 

and
 

the
 

maximum
 

likelihood
 

estimation
 

is
 

utilized
 

to
 

recalculate
 

the
 

state
 

parameters
 

of
 

each
 

sample
 

point
 

attributed
 

to
 

each
 

state.
 

Finally,
 

the
 

reconstructed
 

trajectory
 

is
 

obtained
 

through
 

Gaussian
 

mixture
 

regression.
 

To
 

evaluate
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

algorithm,
 

a
 

handwritten
 

letter
 

trajectory
 

dataset
 

and
 

a
 

demonstration
 

learning
 

experiment
 

of
 

wafer
 

mechanical
 

arm
 

automatic
 

feeding
 

trajectory
 

are
 

designed.
 

The
 

average
 

Fr􀆧chet
 

distance
 

is
 

introduced
 

to
 

quantitatively
 

evaluate
 

the
 

trajectory
 

reconstruction
 

accuracy.
 

The
 

experimental
 

results
 

show
 

that
 

the
 

proposed
 

method
 

improves
 

the
 

trajectory
 

reconstruction
 

accuracy
 

by
 

15. 15%
 

compared
 

to
 

traditional
 

methods,
 

with
 

an
 

average
 

Fr􀆧chet
 

distance
 

of
 

5. 49
 

in
 

the
 

automatic
 

wafer
 

loading
 

trajectory
 

of
 

the
 

robotic
 

arm,which
 

indicates
 

promising
 

application
 

prospects.
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0　 引　 　 言

　 　 机 器 人 运 动 轨 迹 的 演 示 学 习 ( learning
 

from
 

demonstration,
 

LFD)是指机器人学习由专家提供的演示轨迹

来获取运动技能的方法[1] ,用于解决传统离线示教编程带来

的学习成本高、过程繁琐和适应性差的问题[2] ,为机器人的

轨迹学习提供了一个简单友好的学习框架[3] 。
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演示学习分为 3 个阶段:演示轨迹的获取;轨迹编

码;轨迹的重构和泛化[4] 。 其中,轨迹编码又称轨迹学习

与建模,是演示学习的关键步骤,能够将所有的演示轨迹

总结为一个具体的带参数的模型,可进行轨迹的重构和

泛化。 按照演示轨迹的数量不同,演示轨迹的学习与建

模方法可分为两大类:以动态运动基元[5] 为代表的单轨

迹建模;以高斯混合模型[6-7] 和隐马尔可夫模型[8-9] 等统

计学习方法为代表的多轨迹建模。 基于动态运动基元单

轨迹建模在许多演示学习方法[10-12] 中得到广泛的应用,
不仅能够编码轨迹和姿态,也能对力进行组合编码;但由

于单轨迹编码的随机性和不确定性,在实际工程应用中

局限性很大[13] 。 多轨迹建模方法采用相同任务的几条

重复演示轨迹的概率表示,消除了单一轨迹的随机性影

响,因此更适合于工程应用。 其中,隐马尔可夫模型对顺

序序列数据的时空变化表现出更强的鲁棒性,成为机器

人演示学习领域使用最广泛的方法之一[14] 。
隐马尔可夫模型是功能强大的统计模型,可用于对

机器人的运动进行编码,并从一组演示轨迹中找到概率

最高的状态路径[15] ,已成功应用于许多演示学习方法

中[14,16-19] 。 基于隐马尔可夫模型的机器人运动轨迹编码

的主流方案是:利用隐状态个数和数据点个数计算的固

定值进行参数初始化[20] ,通过隐状态分布的均值[18] 或关

键点的聚类和插值[14] 来重构演示轨迹。 然而固定值初

始化的方法在参数估计的迭代过程中收敛速度慢,效率

不高。 此外通过隐状态分布的均值或关键点聚类和插值

的轨迹重构方法精度差,在晶圆上下料机器人、晶粒分拣

机器人等轨迹重构精度要求高的场景并不适用。 为此,
本文提出了一种基于前馈隐马尔可夫模型的机器人演示

轨迹精准重构方法。 首先,为解决隐马尔可夫模型参数

估计效率低的问题,提出了一种基于林德-布佐-格雷

(Linde-Buzo-Gray,
 

LBG)算法[21] 和最小失真准则[14] 来寻

找最优演示轨迹的初始化方法。 其次,为实现演示轨迹

的精准重构,在隐马尔可夫模型的隐状态参数求解上引

入前馈技术,并结合高斯混合回归来重构演示轨迹。 最

后,开展基于手写字母轨迹数据集和晶圆机械臂自动上

料轨迹的演示学习实验,并引入弗雷歇距离以定量评估

轨迹重构精度,验证了所提方法在参数估计效率和轨迹

重构精度上的优越性。

1　 隐马尔可夫模型的参数辨识

　 　 为实现多演示轨迹下隐马尔可夫模型的高效参数辨

识,本文提出了一种基于 LBG 算法的参数初始化方法,
并结合鲍姆-韦尔奇[22] 算法进行迭代优化,从而完成参

数的估计。 首先将获取的多条轨迹进行特征向量的提

取,采用归一化速度和位置组成的向量来作为候选关键

点的特征向量,然后将所有的候选关键点通过 LBG 算法

进行聚类,得到 k 个关键点(聚类中心),最后将所有轨迹

分别与聚类中心通过最小失真准则计算最优轨迹,并将

其作为隐马尔可夫模型的初始化参数的设置依据。
1. 1　 隐马尔可夫模型

　 　 隐马尔可夫模型是一种有向图模型,可以表述为包

含一系列隐藏状态变量和相应的观测变量序列的马尔可

夫链,已广泛应用于语音识别,文字识别和故障诊断等领

域。 隐马尔可夫模型的图形表示如图 1 所示, t时刻的隐

藏状态用 S t 表示,观测状态用 O t 表示。 模型的状态空间

Q = {q1,q2,…,qN},观测空间V = {v1,v2,…,vM},用状态

转移概率矩阵A = {a ij} 来表示从当前状态转移到下一个

状态的概率分布,其中 i,j ∈ {1,2,…,N},具体表示为 a ij

= P(S t +1 = q j | S t = q i)。 用观测概率矩阵 B = {b i(k)} 来

表示当前状态下对应不同观测结果的概率分布, 其中

i = {1,2,…,N},j = {1,2,…,M}, 具体表示为 b i(k) =
P(O t = vk S t = q i)。 模型的初始状态 π = {π 1,π 2,…,
πN},其中π i =P(S1 = q i)。 上述的π,A,B即为隐马尔可

夫模型的三要素,因此一个完整的隐马尔可夫模型可以

由一组参数 λ = {π,A,B} 来描述。

图 1　 HMM 的图形表示

Fig. 1　 Graphical
 

representation
 

of
 

HMM

对于机器人运动轨迹的编码,通常采用一系列的高

斯分布来作为隐马尔可夫模型的隐状态,可表示为
 

q i ~
N(μ i,Σ i),其中 μ i 和 Σ i 分别表示状态 q i 所属的高斯分

布的均值和方差。 以手写字母 M 为例,对 5 条轨迹进行

隐马尔可夫建模,状态数量设置为 10,得到的隐状态高

斯分布如图 2(a)所示,图中不同颜色的椭圆区域对应不

同状态的高斯分布。 与之对应的状态转移概率如

图 2(b)所示,箭头颜色越深表示概率越大。 因此一组演

示轨迹就由隐马尔可夫模型编码完成。
1. 2　 基于 LBG 算法的模型参数初始化

　 　 LBG 算法是 k 均值聚类算法的变种,能将一组输入

数据划分为多个聚类,并且不依赖于初始条件。 其核心

思想是从一个数据集群开始,通过不断迭代将集群数量

加倍,直到满足终止条件。 假设采集到的一组机器人运

动轨迹集定义为 Xm = {(x1,m,x2,m,…,xNm,m)} M
m = 1,其中

M 表示轨迹数量,Nm 表示第 m 条轨迹的采样点数量,每
个采样点是一个 D 维向量, 即 xn,m = (x1

n,m,x2
n,m,…,

xD
n,m)。 每个采样点的速度用当前点与下一个点的位置差
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图 2　 HMM 编码过程

Fig. 2　 HMM
 

encoding
 

process

表示,即 vdn,m = xd
n+1,m - xd

n,m,终点处设为 0。 因此每一个采

样点可以用一个包含位置和速度信息的归一化特征向量

来描述,定义为 T = {αn,m}, 其中 αn,m = [ x̂n,m, v̂n,m] T,
n = 1,2,…,Nm,m = 1,2,…,M。 给定失真阈值和聚类中

心个数,通过 LBG 算法可以得到所有的聚类中心集合。
其中 LBG 算法的伪代码如算法 1 所示。

算法 1　 LBG 算法

输入:轨迹的采样点集 T,失真阈值 ε(一个很小的正数),聚
类中心个数 k
输出:k 个聚类中心以及每个样本点的归属

1)初始化:令 N = 1,设置聚类中心 c∗
1 为所有样本的均值,计

算总失真度 D∗
ave:

c∗
1 = 1

∑
M

m = 1
Nm

∑
M

m = 1
∑
Nm

n = 1
αn,m,D∗

ave = 1

∑
M

m = 1
Nm

∑
M

m = 1
∑
Nm

n = 1
αn,m - c∗

1
2

2)分裂:对 i = 1,2,…,N, 聚类中心分别为:
c0
i = (1 + ε)c∗

i ,c0
N+i = (1 - ε)c∗

i

3)令 N = 2N
4)令初始失真度 D0

ave = D∗
ave,令 i = 0, 开始迭代:

(1)
 

为 T 中的所有样本寻找归属的聚类中心:
n∗ = argmin

0 < n < Nm
αn,m - cin 2

Q(αn,m) = ci
n∗

(2)
 

对于 n=1,2,…,N,通过以下公式更新所有聚类中心

ci+1
n =

∑Q(αn,m) = cin
αn,m

∑Q(αn,m) = cin
1

(3)
 

令 i = i + 1
(4)

 

计算当前总失真度

D∗
ave = 1

∑
M

m = 1
Nm

∑
M

m = 1
∑

Nm

n = 1
αn,m - Q(αn,m) 2

(5)
 

计算相对失真改进量 ω = (Di-1
ave - Di

ave) / Di-1
ave

(6)
 

如果 ω > ε, 继续迭代

否则,对于 n = 1,2,…,N,当前聚类中心为 c∗
n = cin, 终

止迭代

5)如果 N < k, 重复步骤 2) ~ 4)
6)终止,得到 k 个聚类中心 {c∗

1 ,c∗
2 ,…,c∗

k }, 以及每个样本

点的归属

　 　 得到所有聚类中心后,采用最小失真准则来选择一

条合适的轨迹 Xδ, 并以此来计算隐马尔可夫模型的参数

初始化参数,其选择依据如下公式:

δ =argmin
1≤m≤M

∑
Nm

n = 1
(αn,m - c(αn,m))

Nm
(1)

其中, c(αn,m) 为样本 αn,m 所属的聚类中心。 然后

令 T = {αn,δ},其中αn,δ = [ x̂n,δ,v̂n,δ]
T,n = 1,2,…,Nδ, 再

执行 LBG 算 法, 得 到 单 条 轨 迹 Xδ 的 k 个 关 键 点

{δ 1,δ 2,…,δ k}。 以手写字母 R 为例,令 k = 16, 原始轨

迹样本点分布如图 3(a)所示,通过 LBG 算法得到的关键

点分布如图 3(b)所示。

图 3　 通过 LBG 算法提取关键点

Fig. 3　 Extract
 

key
 

points
 

by
 

LBG
 

algorithm

对于轨迹 Xδ 的每个样本点 xn,δ,都被映射到一个隐

状态 sn. δ,且 sn,δ ∈ {δ 1,δ 2,…,δ k} 为通过 LBG 算法求出

的关键点。 此外,对于每条轨迹的每个样本点 xn,m,都被

映射到一个观测状态 on,m,且 on,m ∈ {c∗
1 ,c∗

2 ,…,c∗
k } 为

通过 LBG 算法求出的聚类中心,因此观测序列可定义为

O = {Om = (o1,m,o2,m,…,on,m)} M
m = 1。 则隐马尔可夫模型

的初始化参数定义为:1) 状态转移矩阵 A 的元素:a i,i =
1 - Nδ / nδ(δ i),a i,i +1 = Nδ / nδ(δ i),其中 nδ(δ i) 表示为轨

迹Xδ 中归属于状态 δ i 的样本点个数;2) 观测概率矩阵B
的元素:b i(k) = n i,δ(c

∗
k ) / nδ(δ i),其中 n i,δ(c

∗
k ) 表示参考
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轨迹中在处于状态 δ i 的情况下观测到 c∗
k 的样本点个数;

3) 初始状态 π 定义为:π = [1,0,…,0]。
1. 3　 基于鲍姆-韦尔奇算法的 HMM 参数估计

　 　 鲍姆-韦尔奇算法是一种用于寻找隐马尔可夫模型

参数的算法,是期望最大化算法的一个特例。 其核心的

迭代思想是在 n + 1 次迭代时,在 E 步求出联合概率分布

P(O, λ) 基于条件 P(I O,λn) 的期望,其中 O 表示观

测序列,I 表示状态序列,λ = {π,A,B} 是隐马尔可夫模

型的参数,λn 表示第 n 次迭代时的模型参数。 然后在 M
步求大化这个期望,就能得到更新后的模型参数

 

。 其迭

代公式如下:
π n+1

i = γ 1( i) (2)

an+1
i,j = ∑

T-1

t = 1
ξ t( i,j) ∑

T-1

t = 1
γ t( i) (3)

b j(k) n+1 = ∑
T

t = 1
γ t( j) I(o t = vk) ∑

T

t = 1
γ t( j) (4)

其中, γ t( i) 表示在观测到序列O的条件下,t时刻处

于状态 q i 的概率, 即:
γ i( t) = P( i t = q i O,λ) (5)
ξt( i,j) 表示在观测到 O 的条件下,t 时刻处于状态

q i,且 t + 1 时刻处于 q j 的概率,即:
ξ t( i,j) = P( i t = q i,i t +1 = q j O,λ) (6)
其中, I(o t = vk) 的值由以下条件判断:在 t时刻观测

到 vk 时其值为 1,否则为 0。 鲍姆 - 韦尔奇算法具体可由

如下伪代码如算法 2 所示。

算法 2　 鲍姆-韦尔奇算法

输入:观测序列 O = {o1 ,o2 ,…,oT},失真阈值 ε(一个很小的

正数)
输出:HMM 模型参数 λ∗

1)初始化:令 λ′ = [A0 ,B0 ,π0 ]
2)令 n = 0, 开始迭代:

(1)
 

根据式(2) ~ (4)计算得到 λn+1

(2)
 

如果 λ′ - λn+1 > ε,令 n = n + 1,λ′ = λn+1

　 　 否则,迭代终止

3)终止,得到模型参数 λ∗ = [An+1 ,Bn+1 ,πn+1 ]

　 　 整体参数估计算法的流程框架由图 4 给出,首先对

输入的演示轨迹执行 LBG 算法,得到 k 个聚类中心 ck,
使用最小失真准则选取和聚类中心误差最小的轨迹 Xδ

作为参考轨迹,对参考轨迹点执行 LBG 算法得到 k 个

关键点{δ 1 ,δ 2 ,…,δ k} 。 然后以聚类中心为观测状态,
关键点为隐状态,构建隐马尔可夫链,参考 Xδ 中样本点

的归属隐状态和观测值,计算隐马尔可夫模型的初始

化参数,最后使用鲍姆-韦尔奇算法完成参数估计。 同

样以字母 R 为例,输入 5 组轨迹数据,每组轨迹采样

50 个数据点,如图 5( a)所示,设置状态数为 10,在执行

鲍姆-韦尔奇算法后得到的状态可视化为 10 个高斯分

布,如图 5( b)所示。

图 4　 参数估计算法的整体流程框架

Fig. 4　 The
 

overall
 

framework
 

of
 

the
 

parameter
 

estimation
 

algorithm

图 5　 HMM 参数估计结果

Fig. 5　 HMM
 

parameter
 

estimation
 

results

2　 基于前馈隐马尔可夫模型的轨迹重构
算法

　 　 完成隐马尔可夫模型的参数估计后,为提高重构轨

迹的精度,本文提出了一种基于前馈隐马尔可夫模型的

轨迹重构算法,首先对获取的轨迹点集通过维特比算

法[23] 计算每个样本点最大概率的归属状态,然后对属于

同状态的样本点通过极大似然估计,重新计算该状态的

参数,最后通过高斯混合模型和高斯混合回归进行轨迹

的重构。
2. 1　 维特比算法

　 　 已知隐马尔可夫模型产生的观测序列,要求解产生

这个观测序列最可能的隐藏状态序列,通常使用维特比

算法。 维特比算法是一种动态规划算法,能够保证所得

的状态序列是全局最优的。 其基本思想包含以下 3 点:
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1)如果最优路径(概率最大) 经过状态转移网络的某一

个节点,则从起始节点到该节点的子路径也一定是最优

的;2)假设在 t 时刻有 k 个状态,从起始节点到 t 时刻的 k
个状态有 k 条最短路径,且最优路径必定经过其中一条;
3) 在计算 t + 1状态时,只需要计算从开始到 t时刻的 k个
状态的最短路径,和 t 时刻到 t + 1 时刻的最短路径即

可。 其伪代码如算法 3 所示。

算法 3　 维特比算法

输入:模型参数 λ = [A,B,π] 和观测序列 O = {o1,o2,…,oT}

输出:最优路径 I∗ = { i∗
1 ,i∗

2 ,…,i∗
T }

1)初始化:对于 i = 1,2,…,N:δ1( i) = π ibi(o1 ),ψ1( i) = 0
2)对于 t = 2,3,…,T,计算最优路径概率 δ t( i) 和上一时刻最

佳状态 ψ t( i):
δ t( i) = max

1≤j≤N
[δ t-1( j)aj,t]bi(ot)　 i = 1,2,…,N

ψ t( i) = arg max
1≤j≤N

[δ t-1( j)aj,i]　 i = 1,2,…,N

3)找到路经概率最大值 P∗ :
P∗ = max

1≤i≤N
δT( i),i∗

T = arg max
1≤i≤N

[δT( i)]

4)最优路径回溯:对于 t = T - 1,T - 2,…,1　 i∗
t = ψ t+1(i∗

t+1)

5)终止,得到最优路径 I∗ = { i∗
1 ,i∗

2 …,i∗
T }

2. 2　 基于前馈技术和 GMR 的轨迹重构算法

　 　 通过维特比算法得到轨迹集中的每个点归属的状

态,如图 6(a)所示,图中相同颜色的轨迹采样点表示属

于相同的状态。 为了进一步提高轨迹重构的精度,对每

个状态下包含的轨迹点采用极大似然估计的方法进行重

新计算其状态参数。 详细的前馈技术原理流程框图如下

图 7 所示,传统方法直接将求得的高斯簇进行回归,会忽

略掉不包含在高斯簇内的轨迹点的贡献,加入前馈技术

后能合理且充分地利用所有轨迹点,有利于精度提升。
Xm = {(x1,m,x2,m,…,xNm,m)} M

m = 1 总共包含 K 个隐状态

(K 个高斯分布),定义 Χk = {xn,m s(xn,m) = qk},k = 1,
2,…,K,其中 s(xn,m) 表示 xn,m 所属的隐状态,即 Xk =
{(x1,k,x2,k,…,xNk,k

)} K
k = 1。 通过如下公式重新对每个轨

迹点集 Χk 计算高斯参数。

μ̂ k =
1
Nk

∑
Nk

i = 1
x i,k (7)

Σ k =
1
Nk

∑
Nk

i = 1
(x i,k - μ)(x i,k - μ) T (8)

得到的新的高斯分布如图 6(b)所示。
由此可以定义一个高斯混合模型: P(x1,x2) =

∑
K

k = 1
π kN(μ k,Σ k),采用高斯混合回归的方法对轨迹进行

重构。 首先按照如下方式分解 μ k 和 Σ k:

图 6　 状态参数前馈技术可视化

Fig. 6　 Hidden
 

state
 

parameter
 

feedforward
 

technology
 

visualization

图 7　 前馈技术原理流程框图

Fig. 7　 Feedforward
 

technology
 

principle
 

flowchart

μ k = [μ T
k,X1 ,μ T

k,X2 ] T (9)

Σ k = [
􀰑k,X1 􀰑k,X1X2

􀰑k,X2X1 􀰑k,X2
] (10)

在给定输入 x1 的情况下,x2 的输出可以用条件概率

分布来描述:

P(x2 x1 ) = ∑
K

k = 1
he(x

1)N(μ k,X2 + 􀰑k,X2X1 􀰑 -1
k,X1(x1 -

μ k,X1 ),􀰑k,X2X1 􀰑 -1
k,X1 􀰑k,X1X2 ) (11)

得到分布后,可计算给定输入 x1 的情况下,x2 的期

望为:

􀭰x2 = ∑
K

k = 1
hk(x

1)(μ k,X2 + 􀰑k,X2X1􀰑-1
k,X1(x1 - μ k,X1) (12)

其中, hk(x
1) 为:

hk(x
1) =

π kN(x1;μ e,X1 ,􀰑k,X1 )

∑
K

l = 1
π lN(x1;μ l,X1 ,􀰑l,X1 )

(13)

将 􀭰x2 作为重构数据点,指导机器人重构轨迹的生

成。 对图 5 的两组分布分别进行高斯混合回归,得到图 8
的重构轨迹,其中批注 A 的轨迹代表由图 6(a)中的高斯

分布参数得到的回归轨迹,而批注 B 的轨迹代表增加前

馈技术后(图 6(b)的高斯分布参数)得到的回归轨迹。
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图 8　 高斯混合回归得到的重构轨迹

Fig. 8　 Reconstructed
 

trajectory
 

obtained
 

by
 

GMR

3　 实验分析与讨论

　 　 为了验证基于前馈隐马尔可夫模型的机器人演示学

习方法的参数估计性能和轨迹重构精度,本文分别设计

了基于手写字母数据集的轨迹编码和重构实验,以及基

于晶圆机械臂自动上料任务的轨迹编码和重构实验。 通

过一系列的对比实验,验证所提出的方法的有效性和优

越性。
3. 1　 定量评价指标

　 　 为了定量评估轨迹重构精度,本文引入平均弗雷歇

距离来衡量重构轨迹和演示轨迹之间的相似性。 弗雷歇

距离[24] 是一种衡量两条长度不同的轨迹之间空间相似

性的重要指标,定义为两条曲线之间距离最大值的下界。
假设 ( tk)

n+1
k = 0 是在单位区间[0,1] 上由互不相同的

数字 构 成 的 单 调 递 增 数 列, 定 义 (A( tk)) n+1
k = 0 和

(B( tk)) n+1
k = 0 分别为数列( tk)

n+1
k = 0 在曲线 A 和 B 上的点列,

由图 9 中的大黑点给出,大黑点间的连线表示他们之间

的距离,定义为 d(A( tk),B( tk))。 引入曲线的重参数化

函数 α 和 β,作用于曲线 A 和 B,得到对应的重参数化曲

线为A′ 和B′,则A′( tk) 和B′( tk) 之间的距离可以定义为

d(A′( tk),B′( tk)),即 d(A(α( tk)),B(β( tk))),由图 9
中的小黑点和虚线给出。 则曲线 A 和 B 的弗雷歇距离

F(A,B) 定义为:
F(A,B) =inf

α,β
max

t∈[0,1]
{d(A(α( t)),B(β( t)))} (14)

平均弗雷歇距离定义为:

􀭵F = 1
M∑

M

m = 1
F(R,Xm) (15)

其中, R 表示重构轨迹,{Xm} M
m = 1 表示演示轨迹集。

3. 2　 手写字母轨迹重构实验

　 　 选取手写字母数据集中的{ M,R,W,Z,P} 5 个字母

作为实验数据,每个字母分别选取 5 条轨迹,每条轨迹采

图 9　 弗雷歇距离计算示意图

Fig. 9　 Diagram
 

of
 

Flechet
 

distance
 

calculation

样 50 个样本点,采用本文提出的方法进行实验。 实验平

台为 MATLAB2022b,处理器为 11th
 

Gen
 

Intel ( R)
 

Core
(TM)

 

i5-11400F,频率为 2. 6
 

GHz,RAM 容量为 16
 

GB。
为了验证本文提出的基于 LBG 算法的隐马尔可夫

模型参数初始化方法的优越性,通过将本方法与随机

轨迹初始化和固定值初始化进行比较,其中随机轨迹

是指在除了本方法选取的轨迹 Xδ 之外的其他演示轨迹

中选取一条作为初始化参数的依据,而固定值初始化

则遵循文献[ 19] 的源代码设置。 对每个字母运行 10
次参数估计代码,然后分别记录不同方法下鲍姆-韦尔

奇算法的平均迭代次数和平均参数估计的总时间,得
到表 1 的结果。

表 1　 参数估计时间对比

Table
 

1　 Time
 

comparison
 

of
 

parameter
 

estimation

演示轨迹
迭代次数 / 参数估计时间

随机轨迹 固定值 本文方法

字母 M 51 次 / 367
 

ms 78 次 / 550
 

ms 43 次 / 352
 

ms

字母 R 54 次 / 382
 

ms 80 次 / 564
 

ms 44 次 / 362
 

ms

字母 W 49 次 / 344
 

ms 73 次 / 506
 

ms 40 次 / 326
 

ms

字母 Z 55 次 / 385
 

ms 81 次 / 556
 

ms 46 次 / 365
 

ms

字母 P 45 次 / 326
 

ms 67 次 / 482
 

ms 38 次 / 319
 

ms

　 　 从表 1 可以看出,本文提出的隐马尔可夫模型参数

初始化方法优于其他两种方法。 随机轨迹方法之所以

优于固定值的方法,是因为任意一条轨迹都包含了整

组轨迹集的部分信息,以此为依据的初始化参数能够

让模型更快收敛。 而本文方法是首先从整组轨迹集中

先选取一条更具代表性的轨迹,所以优于基于随机轨

迹的方法。
为验证本文提出的基于前馈隐马尔可夫模型的机

器人轨迹重构方法的优越性,将本文方法得到的重构

轨迹和未加前馈技术得到的重构轨迹进行比较,得到

图 10 的结果。 其中点表示轨迹采样点,批注 A 的曲线

表示本文方法得到的重构轨迹,批注 B 的曲线表示未

加前馈技术得到的重构轨迹。 此外,分别计算两种方

法的平均弗雷歇距离,得到表 2 的结果。
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图 10　 不同字母的轨迹重构

Fig. 10　 Trajectory
 

reconstruction
 

of
 

different
 

letters

表 2　 轨迹重构精度对比

Table
 

2　 Comparison
 

of
 

track
 

reconstruction
 

accuracy
cm

演示轨迹 未加前馈技术 加入前馈技术

字母 M 1. 56
 

1. 34
 

字母 R 1. 48
 

1. 27
 

字母 W 1. 52
 

1. 30
 

字母 Z 1. 66
 

1. 42
 

字母 P 1. 34
 

1. 11
 

　 　 结合表 2,图 8 和 10 可以看出,加入前馈技术后的重

构轨迹明显更加能概括演示轨迹的特征,从而验证了本

方法的有效性和优越性。
3. 3　 晶圆机械手上料轨迹的重构实验

　 　 为进一步验证本方法在实际机器人上的运行效果,
在团队自主研发的全自动半导体晶圆表明缺陷检测设备

上进行机器人上料演示实验。 其中软件控制系统通过

EtherCAT 协议与伺服驱动通信,进而获取机器人的轨迹

信息并进行运动控制。 首先采用动觉示教的方式采集机

器人的演示轨迹如图 11 所示,采样频率为 500
 

Hz,即在

系统按下开始按钮后,每 2 ms 获取一次关节角度信息,
进而计算机器人的末端位置。 为了控制轨迹点的数量,
软件每隔 25 个周期记录一次机器人末端位置,演示时间

控制在 10
 

s 左右,从而每条演示轨迹获取 200 个左右的

轨迹点。

图 11　 机器人动觉示教
Fig. 11　 Robot

 

kinesthetic
 

demonstrations

采集到的 10 条机器人末端的运动轨迹如图 12 所

示,然后遵循上一节的步骤,分别研究不同轨迹数量的情

况下本文方法和其他方法在参数估计效率和重构轨迹精

度上的差异,结果如表 3 所示。

图 12　 晶圆机器人上料过程的演示轨迹和重构轨迹
Fig. 12　 Demonstration

 

trajectory
 

and
 

reconstruction
 

trajectory
 

of
 

the
 

wafer
 

robot
 

loading
 

process
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表 3　 不同方法下算法性能对比

Table
 

3　 Comparison
 

of
 

algorithm
 

performance
 

under
 

different
 

methods

指标 方法 数值

参数估计时间

轨迹重构精度

随机轨迹初始化 73 次 / 9
 

035
 

ms

固定值初始化 92 次 / 11
 

213
 

ms

本文方法 64 次 / 8
 

243
 

ms

未加前馈技术 6. 47
 

cm

加入前馈技术 5. 49
 

cm

　 　 从图 12 可看出,在接近终点的位置,实线轨迹处于

演示轨迹的边缘区域,而虚线轨迹包含在演示轨迹中,可
定性判断其与演示轨迹的平均弗雷歇距离更小,轨迹重

构精度更高。 进一步定量计算,如表 3 所示,本文方法与

10 条演示轨迹之间的平均弗雷歇距离为 5. 49,相较于未

加前馈技术的 6. 74,精度上提高了 15. 15% 。 此外,在参

数估计时间上, 相较于传统的初始化方法减少 了

26. 49% ,进一步验证了本方法的有效性和优越性。

4　 结　 　 论

　 　 针对隐马尔可夫模型在机器人演示轨迹编码过程中

存在的参数估计效率低,轨迹重构精度差的问题,提出了

一种基于前馈隐马尔可夫模型的机器人演示学习方法。
在模型参数辨识阶段,引入基于 LBG 算法和最小失真准

则的参数初始化方法,通过找到一条最优演示轨迹来初

始化模型参数,从而减少迭代次数,提高参数辨识效率。
在轨迹重构阶段,提出了一种隐状态参数的前馈技术,利
用尽可能多的数据点来得到更优的参数,从而提高轨迹

重构精度。 最后进行了人类手写字母轨迹重构和实际晶

圆机械臂自动上料的轨迹重构实验,并引入平均弗雷歇

距离来定量评估轨迹重构精度。 结果表明,本文提出的

方法在参数估计效率和轨迹重构精度上都表现出更优的

性能。
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