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摘　要：针对六维加速度传感器的解耦难度与构型复杂度存在矛盾的现状，给出了１２支链预紧式并联六维加速度传感器的设

计方案，并在四维位形空间内构建了解耦算法。通过重组输入量并联列求解正向动力学方程和力协调方程，剖析了输出量的构

成成份。通过引入前置、后置矩阵以及“辅助角速度”的概念，将动力学方程转换成两组形式简单的一阶线性常微分方程，并运

用梯形方法推导出关键特征量的显式递推公式。解耦算法与ＡＤＡＭＳ仿真的相对误差为０．６２％，且前者的计算效率更高；试验

结果显示，实物样机在１ｍｉｎ内的测量误差为８．４２％，验证了设计方案的可行性。通过在离散节点处进行 Ｔａｙｌｏｒ展开，推导出

局部截断误差的解析式，为解耦精度的提高提供了依据。进一步地，将解耦算法推广至更一般化的情形，通过引入两个关于向

量独立元素的定理，证明出预紧式并联六维加速度传感器的最少支链数为７，对应拓扑构型的最少自由度为６。
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１　引　　言

在机器人动力学控制、捷联惯性导航等领域常常需

要获得运动载体相对于惯性系的六维加速度信息［１］，包

括特征点平移的三维线加速度和绕特征点转动的三维角

加速度。传统的测量设备主要是加速度计和陀螺仪的组

合体［２］，它们分别检测载体系下的加速度和角速度，进一

步基于角速度与姿态、角加速度之间的微积分关系［３］推

导出惯性系下的六维加速度。由于机械陀螺本身的特

性，在测量角速度时往往存在着一定的漂移，并且不能承

受较高的线加速度冲击。于是，出现了抗冲击能力强、动

态范围大的光纤陀螺［４］和激光陀螺［５］。然而，在实际使

用过程中，这两类陀螺受温度、磁场等外界因素的影响比

较严重，需要采取复杂的抑制手段；另外，它们的加工和

制造成本较高。

ＳｃｈｕｌｅｒＡ．Ｒ．等人［６］提出利用线加速度计代替陀螺

仪测量载体角运动的方法，给出了两种六加速度计构型。

它们构造简单，但只能解算出角速度的平方，需要再借助

于其他测量设备才能够确定方向；王劲松等人［７］提出了

九加速度计构型，通过对角加速度积分得到角速度的符

号；ＱｉｎＦ．Ｊ．等人［８］提出了十三加速度计构型，利用插值

重构后的角速度求解姿态矩阵。后两种方案均借助于角

加速度、角速度平方、交叉乘积这９个或部分项解算出角
速度，然而，由于多个加速度计需要安装在同一点，故对

体积和加工的要求非常高，不利于工程实现；而且，加速

度计安装位置、方向的微小偏差会对载体角速度的计算

精度产生很大影响。尽管有学者提出了一些方法［９１１］用

于补偿上述尺寸效应误差，但要么由于添加昂贵的硬件

设备而提高了系统成本，要么由于构建繁琐的修正算法

而降低了计算效率，该问题至今尚未找到理想的解决

方案。

无陀螺方案中每个加速度计内部均含有一个惯性质

量块，多质量块的质心不重合是导致上述问题的根本原

因。鉴于此，有学者考虑将多个质量块合并成一个，提出

基于单惯性质量块的六维加速度传感器模型。ＬｖＨ．Ｙ．
等人［１２］设计了基于六组、李敏等人［１３］设计了基于八组石

英晶体的两种构型，并在假设晶组和质量块的各向刚度、

灵敏度绝对相等的前提下，构建输入、输出量的线性映

射；孙治博等人［１４］选用标准的ＧｏｕｇｈＳｔｅｗａｒｔ机构作为传
感器的弹性体结构，并在假设质量块相对外壳静止的前

提下推导了映射关系。文献［１２１４］的不足在于建立动
力学方程时，默认载体系和惯性系平行，也即它们之间没

有相对转动，故模型不具有普遍性；另外，这几种拓扑构

型的各向同性度差，不利于系统整体性能的提升。

考虑到台体型并联机构具有结构紧凑、动态特性好、

各向同性好等优点，ＷｅｉＦ等人［１５］和尤晶晶等人［１６１７］设

计了基于９３台体型冗余并联机构的六维加速度传感
器，并建立了系统的动力学模型；同时，借助于系统内固

有的几何约束关系，修正了动力学模型中的输入误差。

然而，该方案及算法仍存在两点不足：１）由于结构限制，
在支链轴线方向无法施加预紧力，故支链所受拉力较大

时，敏感元件的输出信号会失真［１８］；２）由于引入了广义
动量，动力学模型中微分方程的个数过多，故当测量高频

运动时，现有算法不满足实时性要求［１９］。鉴于此，本文

首先提出一种可预紧的并联式六维加速度传感器结构模

型；然后，构建支链预紧情况下的完全、通用解耦算法；接

下来，分析解耦误差，并给出可解耦的构型条件；最后，通

过软件仿真和实物样机试验对解耦算法的理论推导结果

进行验证。

２　结构模型及工作原理

在文献［１６］结构模型的基础上进行改进，如图１所
示：支链条数由９增加至１２，三重复合铰链全部由二重复
合铰链代替，故降低了实物样机的加工及装配难度。支

链一端的复合铰链不再固联于质量块外表面的几何中

心，而固联于质量块棱边的中点，故便于装配。支链的另

一端不再与外壳固联，而固联于外壳上的副板，故通过预

紧柱、锁紧板调节并固定副板位置，可以实现所有支链的

预紧和防松［２０］。

图１　预紧式并联六维加速度传感器的结构模型
Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍｏｄｅｌｏｆｐｒｅｓｔｒｅｓｓｅｄｐａｒａｌｌｅｌｓｉｘａｘｉｓ

ａｃｃｅｌｅｒｏｍｅｔｅｒ
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将外壳刚性固定在待测载体上，当感应六维运动时，

１２条支链上会产生与之相对应的轴向力。由于正压电
效应，１２组压电陶瓷的两端会输出极化电荷，且电荷量
（包括大小和正负号）与轴向力成正比例关系，比例系数

为压电陶瓷组的压电常数［１６］。

３　动力学模型

预紧式并联六维加速度传感器的输入量为外壳加速

度的６个独立分量，输出量为１２条支链的轴向力。每个
输入量均会引起全部输出量的变化，因此，该传感器属于

多输入、多输出的非线性、强耦合系统。通过构建系统的

动力学方程，由输入量推导输出量的过程称为“正向动力

学求解”；反之，由输出量反推输入量的过程称为“反向

动力学求解”，也称为“解耦”。

３．１　动力学方程

考虑到压电陶瓷质量轻、刚度大，且其两端连接球面

副，１２条支链可近似视为无变形的二力杆。这样，作用
在质量块上的外力包括支链的轴向力ｆｉ（ｉ为支链序号）
和自身的重力ｍｇ，如图２所示。其中，ｍ为质量块的质
量，ｇ为测量当地的重力加速度。

图２　惯性质量块的受力情况
Ｆｉｇ．２　Ｓｔｒｅｓｓｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｅｒｔｉａｍａｓｓｂｌｏｃｋ

定义前置矩阵和后置矩阵，通用表达式分别为：

Ｓ
＋

＝

ｓ０ －ｓ３ ｓ２ ｓ１
ｓ３ ｓ０ －ｓ１ ｓ２
－ｓ２ ｓ１ ｓ０ ｓ３
－ｓ１ －ｓ２ －ｓ３ ｓ











０

（１）

Ｓ
－

＝

ｓ０ ｓ３ －ｓ２ ｓ１
－ｓ３ ｓ０ ｓ１ ｓ２
ｓ２ －ｓ１ ｓ０ ｓ３
－ｓ１ －ｓ２ －ｓ３ ｓ











０

（２）

式中：子元素ｓ１、ｓ２、ｓ３、ｓ０均为实数，由它们组成的列向量
记作Ｓ；上标“＋”、“－”分别表示对应向量的前置矩阵
和后置矩阵。

当子元素取四元数的虚部 λ１、λ２、λ３和实部 λ０时，
对应的矩阵称为前置四元数矩阵和后置四元数矩阵，分

别记作Λ
＋

、Λ
－

。由此，可以将载体系和惯性系之间的姿态

矩阵［１６］扩展成四阶正交矩阵Ｒ：

Ｒ＝（Λ
－

）ＴΛ
＋

（３）
在四维位形空间内，运用 ＮｅｗｔｏｎＥｕｌｅｒ法构建系统

的两组动力学方程：

ａ( )０ ＝１ｍＲ
ｆ１＋ｆ３－ｆ７－ｆ９
－ｆ４＋ｆ６＋ｆ１０－ｆ１２
－ｆ２－ｆ５＋ｆ８＋ｆ１１











０

＋

ｇ









０
０
０

（４）

ε( )０ ＝ ３
２ｍｎＲ

ｆ５－ｆ６＋ｆ１１－ｆ１２
ｆ１－ｆ２＋ｆ７－ｆ８
－ｆ３＋ｆ４－ｆ９＋ｆ１０











０

（５）

式中：ｎ为质量块的半边长，ａ、ε分别为待测的三维线加
速度矢量和三维角加速度矢量。

３．２　正向动力学求解

根据式（４）、（５），用六维加速度传感器的输入信息
及结构参数描述１２个输出量之间的映射关系：

ｆ１＋ｆ３－ｆ７－ｆ９ ＝Ａ１
－ｆ４＋ｆ６＋ｆ１０－ｆ１２ ＝Ａ２
－ｆ２－ｆ５＋ｆ８＋ｆ１１ ＝Ａ３
ｆ５－ｆ６＋ｆ１１－ｆ１２ ＝Ａ４
ｆ１－ｆ２＋ｆ７－ｆ８ ＝Ａ５
－ｆ３＋ｆ４－ｆ９＋ｆ１０ ＝Ａ















６

（６）

式中：（Ａ１，Ａ２，Ａ３，０）
Ｔ ＝ｍＲＴ

ａ－
ｇ







０
０









０

，（Ａ４，Ａ５，Ａ６，

０）Ｔ ＝２ｍｎ３Ｒ
Ｔ ε( )０。

文献［１６］从尺度约束角度出发，挖掘了“隐藏”在并
联式六维加速度传感器弹性体拓扑构型中的变形协调条
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件，运用这种方法同样可以推导图１所示预紧式并联六
维加速度传感器的６个力协调方程：

ｆ１／ｋ１－ｆ３／ｋ３－ｆ７／ｋ７＋ｆ９／ｋ９ ＝Ｂ１
ｆ４／ｋ４＋ｆ６／ｋ６－ｆ１０／ｋ１０－ｆ１２／ｋ１２ ＝Ｂ２
ｆ２／ｋ２－ｆ５／ｋ５－ｆ８／ｋ８＋ｆ１１／ｋ１１ ＝Ｂ３
ｆ５／ｋ５＋ｆ６／ｋ６＋ｆ１１／ｋ１１＋ｆ１２／ｋ１２ ＝Ｂ４
ｆ１／ｋ１＋ｆ２／ｋ２＋ｆ７／ｋ７＋ｆ８／ｋ８ ＝Ｂ５
ｆ３／ｋ３＋ｆ４／ｋ４＋ｆ９／ｋ９＋ｆ１０／ｋ１０ ＝Ｂ















６

（７）

式中：Ｂ１ ＝珋ｆ１／ｋ１－珋ｆ３／ｋ３－珋ｆ７／ｋ７＋珋ｆ９／ｋ９，Ｂ２＝珋ｆ４／ｋ４＋珋ｆ６／ｋ６－
珋ｆ１０／ｋ１０－珋ｆ１２／ｋ１２，Ｂ３ ＝珋ｆ２／ｋ２ －珋ｆ５／ｋ５ －珋ｆ８／ｋ８ ＋珋ｆ１１／ｋ１１，
Ｂ４ ＝珋ｆ５／ｋ５＋珋ｆ６／ｋ６＋珋ｆ１１／ｋ１１＋珋ｆ１２／ｋ１２，Ｂ５＝珋ｆ１／ｋ１＋珋ｆ２／ｋ２＋
珋ｆ７／ｋ７＋珋ｆ８／ｋ８，Ｂ６ ＝珋ｆ３／ｋ３＋珋ｆ４／ｋ４＋珋ｆ９／ｋ９＋珋ｆ１０／ｋ１０，ｋｉ、珋ｆｉ分
别为第ｉ条支链的刚度系数和预紧力。

综合式（６）、（７），建立输出量与重组之后的输入量
之间矩阵形式的线性映射关系：

ＣＦ＝Ｄ１＋Ｄ２ （８）
式中：

　　Ｃ＝
１ ０ １ ０ ０ ０ －１ ０ －１ ０ ０ ０
０ ０ ０ －１ ０ １ ０ ０ ０ １ ０－１
０ －１ ０ ０ －１ ０ ０ １ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ １ －１ ０ ０ ０ ０ １ －１
１ －１ ０ ０ ０ ０ １ －１ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ １ ０ ０ ０ ０ －１ １ ０ ０
１
ｋ１

０ －１ｋ３
０ ０ ０ －１ｋ７

０ １
ｋ９

０ ０ ０

０ ０ ０ １
ｋ４

０ １
ｋ６

０ ０ ０ －１ｋ１０
０ －１ｋ１２

０ １
ｋ２

０ ０ －１ｋ５
０ ０ －１ｋ８

０ ０ １
ｋ１１

０

０ ０ ０ ０ １
ｋ５

１
ｋ６

０ ０ ０ ０ １
ｋ１１

１
ｋ１２

１
ｋ１

１
ｋ２

０ ０ ０ ０ １
ｋ７

１
ｋ８

０ ０ ０ ０

０ ０ １
ｋ３

１
ｋ４

０ ０ ０ ０ １
ｋ９

１
ｋ１０

















































０ ００

，Ｆ＝（ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４，ｆ５，ｆ６，ｆ７，ｆ８，ｆ９，ｆ１０，ｆ１１，ｆ１２）
Ｔ，

Ｄ１ ＝（Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４，Ａ５，Ａ６，０，０，０，０，０，０）
Ｔ，Ｄ２ ＝（０，０，

０，０，０，０，Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｂ４，Ｂ５，Ｂ６）
Ｔ。

矩阵Ｃ的行列式恒大于０，故Ｆ具有唯一解：
Ｆ＝Ｃ－１Ｄ１＋Ｃ

－１Ｄ２ （９）
式（９）表明：１）当六维加速度传感器的外壳同步于

载体的六维运动，并且所有支链的预紧力给定时，支链的

输出轴向力是唯一确定的；因此，从集合论的观点看，该

映射关系是可逆的，确保了系统解耦算法的可行性。２）
支链的轴向力一部分用于平衡质量块的惯性力，另一部

分用于平衡支链的预紧力。在保证预紧力不小于支链最

大拉力（与传感器的量程有关）的前提下，预紧力的大小

不受载体运动规律的限制。

３．３　解耦算法

根据角速度的定义，载体系相对于惯性系的角速度

矢量ω与姿态矩阵Ｒ之间的转换关系可以表示成：

Ｒ
·

＝ ω^ ０

０Ｔ( )０Ｒ （１０）

式中：０为三阶零矢量，上标“·”表示矢量对时间求一阶
导数，上标“^”表示矢量的反对称矩阵。令：

Ｗ ＝（ωＴ，０）Ｔ （１１）
综合式（１）、（２）、（１０）、（１１）：

２Ｒ
·

＝（Ｗ
＋

－Ｗ
－

）Ｒ （１２）
将式（３）代入式（１２）：

　２（Λ
－

）ＴΛ
＋

＋２（Λ
－

）Ｔ Λ
＋

＝Ｗ
＋

（Λ
－

）ＴΛ
＋

－Ｗ
－

（Λ
－

）ＴΛ
＋

（１３）
前置矩阵与后置矩阵的乘法运算满足交换律：

Ｓ
＋

Ｓ
－

＝Ｓ
－

Ｓ
＋

（１４）
此外，前置四元数矩阵、后置四元数矩阵还满足：

Λ
＋

（Λ
＋

）Ｔ ＝（Λ
＋

）ＴΛ
＋

＝Λ
－

（Λ
－

）Ｔ ＝（Λ
－

）ＴΛ
－

＝Ｅ４ （１５）

Λ
＋

Ｓ
－

（Λ
＋

）Ｔ ＝Ｓ
－

（１６）



１２２０　 仪　器　仪　表　学　报 第 ３８卷

式中：Ｅ４为四阶单位矩阵。
分别将式（１４）～（１６）称为前置、后置矩阵的“性质

１”、“性质２”和“性质３”。
运用性质１，式（１３）可以转换成：

２Λ
＋

（Λ
－

）Ｔ＋２Λ
＋

（Λ
－

）Ｔ ＝Ｗ
＋

Λ
＋

（Λ
－

）Ｔ－Λ
＋

Ｗ
－

（Λ
－

）Ｔ （１７）

式（１７）的等号两边同时右乘Λ
－

，并运用性质１、性质
２，整理后：

２（Λ
－

）ＴΛ
－

Λ
＋

＋２Λ
＋

＝Ｗ
＋

Λ
＋

－Λ
＋

Ｗ
－

（１８）

式（１８）的等号两边同时右乘 （Λ
＋

）Ｔ，并运用性质２、
性质３，整理后：

２（Λ
－

）ＴΛ
－

＋２Λ
＋

（Λ
＋

）Ｔ ＝Ｗ
＋

－Ｗ
－

（１９）
式（１９）展开并运用性质２，整理后：
ω( )０ ＝２（Λ

－

）ＴΛ （２０）

令：

ω( )０ ＝Ｒ ω
( )０

（２１）

由同一向量在不同坐标系间的转换关系可知，ω

的物理意义为载体系相对于惯性系的绝对角速度在载体

系中的投影，这里将其命名为“辅助角速度”。

由式（３）、（２０）、（２１），并运用性质２：

Λ＝１２Λ
＋ ω( )０

（２２）

式（２１）等号两边对时间求一阶导数，结合式（１０）
得：

ω( )０ ＝ ω^ ０

０Ｔ( )０Ｒ ω
( )０ ＋Ｒ

ω( )０ （２３）

又：

ε＝ω （２４）
由式（２１）、（２３）、（２４）：

ε( )０ ＝ ω^ ０

０Ｔ( )０ ω( )０ ＋Ｒ
ω( )０ ＝Ｒ

ω( )０ （２５）

将式（２５）代入式（５），结合式（３）并运用性质２：

ω ＝ ３
２ｍｎ

ｆ５－ｆ６＋ｆ１１－ｆ１２
ｆ１－ｆ２＋ｆ７－ｆ８
－ｆ３＋ｆ４－ｆ９＋ｆ











１０

（２６）

在求解六维加速度传感器的反向动力学问题时，

式（２６）等号右边的所有项均已知。由式（９）可知，在每
一个采样时刻，该已知量均有唯一的确定值，不妨将其用

Ｖ代替，则：
ω ＝Ｖ （２７）
这样，第 ２组动力学方程（５）就被等效替换成

式（２２）、（２７）这两个形式简单的一阶常微分方程组。
考虑到梯形方法的数值稳定性较好，运用该方法推

导式（２７）、（２２）的数值递推公式：

ω（Ｎ） ＝ω

（Ｎ－１）＋

ｈ
２（Ｖ（Ｎ－１）＋Ｖ（Ｎ）） （２８）

Λ（Ｎ） ＝Λ（Ｎ－１）＋
ｈ
４Λ

＋

（Ｎ－１）
ω（Ｎ－１）( )０

＋ｈ４Λ
＋

（Ｎ）
ω（Ｎ）( )０
（２９）

式中：ｈ为输出信号的采样步长，右下标“（Ｎ）”、“（Ｎ－１）”
分别对应第Ｎ个、Ｎ－１个时刻的采样值。

值得一提的是，零时刻的辅助角速度需要通过初始

对准获得，这与捷联惯导系统的处理方法［８］完全一致；考

虑到一般载体均是由静止开始运动，故通常情况下辅助

角速度的初值取零矢量。另外，在初始状态下，载体系与

惯性系重合，故：

Λ（０） ＝（０，０，０，１）
Ｔ （３０）

式（２９）等号两边同时左乘（Λ
＋

（Ｎ））
Ｔ，运用性质２：

（Λ
＋

（Ｎ））
Ｔα（Ｎ－１） ＝

－ｈ４ω

（Ｎ）







１

（３１）

式中：α＝（α１，α２，α３，α０）
Ｔ ＝Λ＋ｈ４Λ

＋ ω( )０ 。

将式（３１）等号左边的两项交换次序，整理后：

Ｑ（Ｎ－１）Λ（Ｎ） ＝
－ｈ４ω


（Ｎ）







１

（３２）

式中：Ｑ＝

－α０ －α３ α２ α１
α３ －α０ －α１ α２
－α２ α１ －α０ α３
α１ α２ α３ α












０

。

计算矩阵Ｑ的行列式：

Ｑ ＝－（αＴα）２ （３３）

分解式（３１），由最后一行可知，α不可能为零向量；
再结合式（３３）可知，系数矩阵 Ｑ一定非奇异，故式（３２）
所示的非齐次线性方程组具有唯一解：

Λ（Ｎ） ＝
１
αＴα
Ｑ( )Ｔ

（Ｎ－１）

－ｈ４ω

（Ｎ）







１

（３４）

式中：ω（Ｎ）为式（２８）的递推结果。
这样，隐式递推式（２９）被显化为式（３４）。将式（３４）

的结果代入式（３），得到载体系相对于惯性系的姿态矩
阵；再将姿态矩阵以及１２条支链的轴向力代入式（４）、
（５），得到确定的、唯一的组合｛ａ，ε｝。至此，实现了六
维加速度的完全解耦。
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４　解耦误差分析

预紧式并联六维加速度传感器的解耦算法最终归结

为两个数值递推公式，即式（２８）和（３４）。它们的处理对
象是离散节点，故相邻节点在递推过程中必然存在局部

截断误差。

运用Ｔａｙｌｏｒ公式，第Ｎ个节点处的辅助角速度和四
元数的准确值可以分别展开为：

ω
～

（Ｎ） ＝

ω（Ｎ－１）＋ｈω
·

（Ｎ－１）＋

ｈ２

２ω
··
（Ｎ－１）＋

ｈ３

６ω
···

（Ｎ－１）＋Ο（ｈ

４） （３５）

珟Λ（Ｎ） ＝

Λ（Ｎ－１）＋ｈΛ（Ｎ－１）＋
ｈ２

２Λ̈（Ｎ－１）＋
ｈ３

６Λ
···

（Ｎ－１）＋Ο（ｈ
４） （３６）

式中：Ο（ｈ４）表示步长 ｈ的四阶无穷小，上标“··”、
“···”分别表示矢量对时间求二阶导数、三阶导数。

运用梯形方法后，第 Ｎ个节点处的辅助角速度和四
元数的实际解耦值可以分别展开为：

ω（Ｎ） ＝

ω（Ｎ－１）＋ｈω
·
（Ｎ－１）＋

ｈ２

２ω
··
（Ｎ－１）＋

ｈ３

４ω
···
（Ｎ－１）＋Ο（ｈ

４） （３７）

Λ（Ｎ） ＝

Λ（Ｎ－１）＋ｈΛ（Ｎ－１）＋
ｈ２

２Λ̈（Ｎ－１）＋
ｈ３

４Λ
···

（Ｎ－１）＋Ο（ｈ
４） （３８）

六维加速度传感器的局部截断误差指的是准确值与

解耦值之差，故：

Ｔω（Ｎ） ＝ω
～
（Ｎ）－ω


（Ｎ） ＝－

ｈ３

１２ω
···
（Ｎ－１）＋Ο（ｈ

４） （３９）

ＴΛ（Ｎ） ＝珟Λ（Ｎ）－Λ（Ｎ） ＝－
ｈ３

１２Λ
···

（Ｎ－１）＋Ο（ｈ
４） （４０）

式中：Ｔω（Ｎ）为辅助角速度的局部截断误差，ＴΛ（Ｎ）为姿态四
元数的局部截断误差

式（３９）、（４０）表明，１）预紧式并联六维加速度传感
器的解耦误差由采样步长的三次方、辅助角速度的三阶

导数以及姿态四元数的三阶导数共同决定；２）在不限制
载体运动规律的前提下，可以采用减小采样步长的方法

降低解耦误差，但这样会引入过多的舍入误差且增大了

计算量。关于解耦精度、解耦效率之间的优化问题，将另

文研究。

５　可解耦的构型条件

可解耦的六维加速度传感器的拓扑构型不唯一，且

不同构型所对应的系统性能是有差异的［１９］。因此，有必

要将解耦算法推广至更一般化的情形，为未来提出其它

的构型提供理论参考。假设支链条数为 γ，第 ｉ条支链
的方向矢量为ｅｉ，连接质量块质心与第 ｉ条支链轴向力
作用点的矢量为 ｔｉ，重力加速度矢量为 ｇ。这样，式
（４）、（５）的推广表达式可以写成：

ｍＲＴ
ａ－ｇ( )０

＝
ｅ１ ｅ２ … ｅγ
０ ０ …

( )０
ｆ１
ｆ２

…

ｆ













γ

（４１）

２ｍｎ２

３ Ｒ
Ｔ ε( )０ ＝

ｔ１×ｅ１ ｔ２×ｅ２ … ｔγ×ｅγ
０ ０ …

( )０

ｆ１
ｆ２

…

ｆ













γ

（４２）
合并式（４１）和（４２），并移除矩阵中元素全部为０的

行，整理后：

Ｊ（ｆ１，ｆ２，…，ｆγ）
Ｔ ＝Ｕ （４３）

Ｕ＝ｍ
?Ｒ?Ｔ ０３

０３
２ｎ２

３?Ｒ?








Ｔ

ａ－ｇ( )ε
（４４）

Ｊ＝
ｅ１ ｅ２ … ｅγ
ｔ１×ｅ１ ｔ２×ｅ２ … ｔγ×ｅ

( )
γ

（４５）

式中：?Ｒ?为移除姿态矩阵Ｒ最后一行和最后一列之后
的三阶正交阵，０３为三阶零矩阵。

考虑到γ个轴向力之间可能满足类似于式（７）所示
的若干个协调方程，不妨假设其中仅有 η个轴向力是独
立的，显然η≤γ。

这样，其他γ－η个轴向力可以用η个独立的轴向力
线性表示。因此，式（４３）可以改写成：

Ｊ
⌒

６×η（ｆ１，ｆ２，…，ｆη）
Ｔ ＝Ｕ６×１ （４６）

式中：Ｊ
⌒
表示用独立轴向力表示六维加速度时对应的新

系数矩阵，其维数为６×η。
引入并证明以下两个定理。

定理１　若ｐ维向量β中各元素相互独立，ｐ阶方阵
Ａ非奇异，那么，新的ｐ维向量β′中各元素也相互独立。
其中：

β′ｐ×１ ＝Ａｐ×ｐβｐ×１ （４７）
证明：将式（４７）展开：
β′１
β′２

…

β′












ｐ

＝

Ａ１１β１＋Ａ１２β２＋… ＋Ａ１ｐβｐ
Ａ２１β１＋Ａ２２β２＋… ＋Ａ２ｐβｐ

…

Ａｐ１β１＋Ａｐ２β２＋… ＋Ａｐｐβ












ｐ

（４８）
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假设存在ｐ个实数ｂ１，ｂ２，…，ｂｐ，满足：
０＝ｂ１β′１＋ｂ２β′２＋… ＋ｂｐβ′ｐ＝（ｂ１Ａ１１＋ｂ２Ａ２１＋… ＋

ｂｐＡｐ１）β１＋（ｂ１Ａ１２＋ｂ２Ａ２２＋… ＋ｂｐＡｐ２）β２＋… ＋（ｂ１Ａ１ｐ＋
ｂ２Ａ２ｐ＋… ＋ｂｐＡｐｐ）βｐ （４９）

∵向量β中各元素相互独立。

∴

Ａ１１ Ａ２１ … Ａｐ１
Ａ１２ Ａ２２ … Ａｐ２

…

Ａ１ｐ Ａ２ｐ … Ａ













ｐｐ

ｂ１
ｂ２

…

ｂ













ｐ

＝ＡＴ

ｂ１
ｂ２

…

ｂ













ｐ

＝

０
０

…











０

（５０）
∵Ａ为非奇异方阵。
∴齐次线性方程组（５０）仅存在唯一的零解。
再由式（４９）的第一个等号可知，向量β′中各元素相

互独立。得证。

定理２　若ｐ维向量β中各元素相互独立，ｑ维向量φ
中各元素也相互独立，那么，矩阵Ａ的秩（ｒａｎｋ）等于ｑ。其
中：

Ａｑ×ｐβｐ×１ ＝φｑ×１ （５１）
证明：将式（５１）展开：
Ａ１１β１＋Ａ１２β２＋… ＋Ａ１ｐβｐ
Ａ２１β１＋Ａ２２β２＋… ＋Ａ２ｐβｐ

…

Ａｑ１β１＋Ａｑ２β２＋… ＋Ａｑｐβ












ｐ

＝

φ１
φ２

…

φ












ｑ

（５２）

∵向量φ中各元素相互独立。
∴当且仅当ｂ１＝ｂ２＝…＝ｂｑ＝０时，才有：
ｂ１φ１＋ｂ２φ２＋… ＋ｂｑφｑ ＝０ （５３）
将式（５１）代入式（５２），整理后：
（ｂ１Ａ１１＋ｂ２Ａ２１＋… ＋ｂｑＡｑ１）β１＋（ｂ１Ａ１２＋ｂ２Ａ２２＋… ＋

ｂｑＡｑ２）β２＋… ＋（ｂ１Ａ１ｐ＋ｂ２Ａ２ｐ＋… ＋ｂｑＡｑｐ）βｐ ＝０

（５４）
∵向量β中各元素相互独立。

∴

Ａ１１ Ａ２１ … Ａｑ１
Ａ１２ Ａ２２ … Ａｑ２

…

Ａ１ｐ Ａ２ｐ … Ａ













ｑｐ

ｂ１
ｂ２

…

ｂ













ｑ

＝ＡＴ

ｂ１
ｂ２

…

ｂ













ｑ

＝

０
０

…











０

（５５）
∴齐次线性方程组（５５）仅存在唯一的零解。
∴ ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒａｎｋ（ＡＴ）＝ｑ，得证。
待测六维加速度的６个分量之间不存在任何线性关

系，它们是完全独立的，因此，式（４４）等号右边第二项的
６维向量中各元素相互独立。计算该６维向量的系数矩
阵行列式：

ｍ
?Ｒ?Ｔ ０３

０３
２ｎ２

３?Ｒ?








Ｔ
＝８２７ｍ

６ｎ６ ＞０ （５６）

由式（４４）以及定理１可知，向量Ｕ中各元素相互独
立；再由式（４６）以及定理２可知，新系数矩阵Ｊ

⌒
的秩等于

６。又因为Ｊ
⌒
的维数为６×η，故η≥６。

η≥６表明，欲实现并联式六维加速度传感器输入量的
完全解耦，系统内独立轴向力的最少个数为６，也即独立支
链的最少条数为６；再由并联机构的自由度理论可知，六维
加速度传感器弹性体拓扑构型的自由度数不能够小于６。

特别地，假设支链的条数为６。由 η≥６可知，这６
条支链所对应的轴向力一定是相互独立的；再由式（４３）
及定理２可知，系数矩阵Ｊ是可逆的，因此：

（ｆ１，ｆ２，…，ｆ６）
Ｔ ＝Ｊ－１Ｕ （５７）

式（５７）显示，输出轴向力与预紧力无关，即对六维
加速度传感器施加的预紧力是无效的。因此γ≠６。

综合η≤γ，η≥６，γ≠６可得γ≥７。

６　样机的仿真及试验验证

ＡＤＡＭＳ是美国ＭＤＩ公司开发的机械系统动力学仿
真分析软件，求解算法的通用性强、计算精度高。鉴于

此，将ＡＤＡＭＳ的计算结果视为标准值，以验证解耦算法
的正确性。建立预紧式并联六维加速度传感器的虚拟样

机，如图３所示。１２条支链上的预紧力分别设置为３．５、
２．５、５、４、３、１、３．５、４．５、５、６、１、３Ｎ；质量块的质量和边长
分别设置为０．５７７９６ｋｇ、４２ｍｍ。

图３　预紧式并联六维加速度传感器的虚拟样机
Ｆｉｇ．３　Ｖｉｒｔｕａｌｐｒｏｔｏｔｙｐｅｏｆｐｒｅｓｔｒｅｓｓｅｄｐａｒａｌｌｅｌ

ｓｉｘａｘｉｓａｃｃｅｌｅｒｏｍｅｔｅｒ
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驱动外壳沿（０．７５８１，－０．３７９０，－０．５３０７）方向平
移，同时绕（０．６５５４，０．４９１５，－０．５７３５）方向旋转。线
运动、角运动函数分别为 ２０×ｃｏｓ（１０π×ＴＩＭＥ）－
２０（ｍｍ）、０．５２３６×ｃｏｓ（１０π×ＴＩＭＥ）－０．５２３６（ｒａｄ），其
中，ＴＩＭＥ表示时间。采样步长设定为０．００１ｓ，仿真结束
后，测量并导出１２条支链的轴向力。结果显示，所有轴
向力均保持为正压力，表明通过施加预紧力以改善输出

信号失真现象的方案是有效的。进而，将解耦加速度与

仿真加速度进行对比，如图４所示。结果显示，两者吻合
得较好，相对误差为０．６２％。

引入定量指标“解算采样时间比”τ：

τ＝
ｔ解算
ｔ采样

（５８）

式中：ｔ解算 为解耦算法的总时间，ｔ采样 为采样数据对应的
实际时间跨度。

图４　理论计算与ＡＤＡＭＳ仿真对比
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

ａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｗｉｔｈＡＤＡＭＳ

显然，当τ＜１时，解耦算法满足实时性要求；τ值越
小，表明计算效率越高。表１所示为本文解耦算法、文
献［１６］解耦算法，以及 ＡＤＡＭＳ内核算法的“解算采样
时间比”。结果显示，当信号采样频率达到１０００Ｈｚ时，
只有本文的算法才满足实时性要求。

表１　三类算法的计算效率对比

Ｔａｂｌｅ１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ
ｔｈｅｓｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

本文解耦算法 文献［１６］解耦算法 ＡＤＡＭＳ内核算法

τ ０．２３ １．９９ １０．５３

　　加工制作了预紧式并联六维加速度传感器的实物样
机，并将其安装在课题组自行研制的试验平台［１７］上进行

测试，如图 ５所示。其中，惯性测量单元的型号为
ＧＩＮＳ１００，用于提供标准测量值；虚拟仪器是在 ＬａｂＶＩＥＷ
平台上开发的，包括信号采集、数字滤波、去趋势项、剔除

野值等模块；电荷放大器的型号为ＳＤ１４３２，用于放大压电
陶瓷（ＹＴ５Ｌ）的输出信号，并实现阻抗变换；数据采集卡的
型号为ＵＳＢ４７１６，用于采集模拟信号并转换为数字信号。

图５　预紧式并联六维加速度传感器的实物样机试验
Ｆｉｇ．５　Ｒｅａｌｐｈｙｓｉｃａｌｐｒｏｔｏｔｙｐｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｏｆｐｒｅｓｔｒｅｓｓｅｄ

ｐａｒａｌｌｅｌｓｉｘａｘｉｓａｃｃｅｌｅｒｏｍｅｔｅｒ

将惯性测量单元的输出值作为参考标准，统计实物

样机在１ｍｉｎ内的试验误差，并将其与文献［１６１７］中的
误差进行对比，如表２所示。结果表明，本文的测量效果
更优。

表２　并联式六维加速度传感器的样机试验误差
Ｔａｂｌｅ２　Ｔｅｓｔｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｔｙｐｅｓｉｘａｘｉｓ

ａｃｃｅｌｅｒｏｍｅｔｅｒ

时间／ｓ
９支链未预紧构型

（文献［１６１７］）／％

１２支链预紧构型

（本文）／％

１０ ３．０２ ３．０１

２０ ４．３２ ３．９２

３０ ７．９８ ５．０１

４０ １２．０６ ６．７８

５０ １９．９８ ７．７４

６０ ２８．４３ ８．４２

７　结　　论

通过在外壳上增设副板，并利用预紧柱、锁紧板调整
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其位置，可以实现六维加速度传感器内所有支链的预紧。

支链的轴向力由两个独立部分构成：一部分为定常量，用

于平衡支链的预紧力；另一部分为时变量，用于平衡质量

块的惯性力。

通过引入前置、后置矩阵以及辅助角速度，六维加

速度传感器的动力学可以表达成两组形式简单的一阶

常微分方程。所构建解耦算法的计算效率是文献

［１６］的 ９倍，理论误差为 ０．６２％，试 验 误 差 为
８．４２％，基本满足测量要求。另外，解耦误差主要由
采样步长的三次方、辅助角速度和姿态四元数的三阶

导数共同决定。

通过引入两个关于向量独立元素的定理，证明出六

维加速度传感器拓扑构型的自由度最少为６；若还需对
支链实施有效预紧，则支链的最少条数为７。在满足构
型方案可行的前提下，设计配置方式更简单、综合性能更

优的弹性体是下一阶段重点研究的内容。
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