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摘　 要:偏心误差是圆光栅角度传感器测角误差的主要来源之一。 通过推导偏心误差的表达式及其三角级数展开,提出了使用

对径双读头可以测量偏心参数并补偿偏心误差,因此设计了利用改进的粒子群算法从双读头计数值中拟合得到偏心参数的流

程和一种基于区间转换和两级查找表的现场可编程门阵列(FPGA)偏心误差实时补偿模块,使得在标定得到偏心参数后,在设

备中仅使用单个读头就能实现与双读头几乎相同的测角精度,节省了成本。 实验分析表明,对于实验中用到的单圈 320
 

000 计

数值的编码器,在误差补偿前,单读头计数值与双读头计数均值之间最大相差 109,即偏心误差最大可达 0. 06°,显著影响测角

精度;而在误差补偿后,二者最大相差 6,平均仅相差 1. 46,这验证了提出的误差补偿方法可以有效代替双读头的使用。
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Abstract:The
 

eccentricity
 

error
 

is
 

one
 

of
 

the
 

main
 

sources
 

of
 

circular
 

grating
 

angle
 

sensors′
 

measurement
 

error.
 

By
 

deriving
 

the
 

expression
 

of
 

eccentricity
 

error
 

and
 

its
 

trigonometric
 

series,
 

it
 

demonstrates
 

that
 

the
 

eccentricity
 

parameters
 

can
 

be
 

measured
 

and
 

the
 

eccentricity
 

error
 

can
 

be
 

compensated
 

by
 

using
 

two
 

reading
 

heads
 

in
 

opposite
 

direction.
 

Therefore,
 

a
 

procedure
 

to
 

obtain
 

the
 

eccentricity
 

parameters
 

from
 

two
 

reading
 

heads′
 

counts
 

data
 

by
 

the
 

improved
 

particle
 

swarm
 

optimism
 

algorithm
 

is
 

raised
 

and
 

a
 

real-time
 

FPGA
 

eccentricity
 

error
 

compensation
 

module
 

based
 

on
 

the
 

interval
 

transform
 

and
 

two-tier
 

look-up
 

table
 

is
 

designed,
 

which
 

makes
 

it
 

possible
 

to
 

use
 

only
 

a
 

single
 

reading
 

head
 

after
 

eccentricity
 

parameters
 

have
 

been
 

obtained
 

and
 

achieve
 

virtually
 

the
 

same
 

accuracy
 

as
 

the
 

two
 

reading
 

heads
 

method.
 

The
 

experimental
 

data
 

show
 

that,
 

for
 

the
 

encoder
 

of
 

320
 

000
 

pulses
 

per
 

race
 

used
 

in
 

the
 

experiment,
 

the
 

maximum
 

difference
 

between
 

the
 

counts
 

of
 

a
 

single
 

reading
 

head
 

and
 

the
 

mean
 

counts
 

of
 

two
 

reading
 

heads
 

is
 

109
 

before
 

error
 

compensation.
 

Thus,
 

the
 

eccentricity
 

error
 

of
 

a
 

single
 

reading
 

head
 

can
 

be
 

up
 

to
 

0. 06°,
 

which
 

has
 

a
 

non-negligible
 

influence
 

on
 

angle
 

measurement
 

accuracy.
 

After
 

error
 

compensation,
 

the
 

maximum
 

difference
 

between
 

these
 

two
 

values
 

is
 

6,
 

and
 

the
 

average
 

difference
 

is
 

only
 

1. 46,
 

which
 

evaluates
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

error
 

compensation
 

method
 

proposed
 

in
 

this
 

article.
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0　 引　 　 言

　 　 光电旋转编码器(简称编码器)等圆光栅角度传感

器是基于圆光栅叠栅条纹原理进行角位移测量的光电测

量仪器[1] ,在数控机床、航空航天、军事武器制导、公路巡

检以及激光雷达等领域得到了广泛应用[2] 。 其主要组成

为光源、标尺圆光栅、指示圆光栅和光电转换读头(简称
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读头) [3] 。 当标尺圆光栅相对指示圆光栅转动时,由干涉

产生的叠栅条纹也会随之移动,读头检测固定点处叠栅

条纹光强的变化并转换为电信号的变化,经信号处理后

可测得转动角度[4] 。 此原始的电信号按正弦规律周期性

变化,且一个正弦周期对应着一个角栅距的角位移[5] ,而
输出方波的编码器则是将其转换为了相同周期的方波信

号后输出[6] 。
圆光栅角度传感器的测角误差包括偏心误差、轴系

晃动误差、原始信号不理想引起的误差、内部信号处理系

统产生的误差等[7-8] 。 其中占主要地位的是偏心误差。
偏心即因部件加工和系统装调过程的影响而导致的圆光

栅的几何中心与转动中心不重合的现象[9-10] 。 理论和实

验均表明,即使是很小的偏心度也会对测角精度产生相

当大的影响[11-13] ,因而分析偏心误差并研究其补偿方法

具有重要的实用价值。
罗长洲等[12]和郭阳宽等[14]的文章中利用相位的观点

得到了偏心误差表达式;张求知等[15]建立了近似的偏心误

差模型,并通过该模型来补偿偏心误差;艾华等[16] 利用衍

射光干涉原理提取高密度圆光栅的位移信息,以实现高密

度圆光栅的偏心量测量;冯超鹏等[17] 利用列文伯格-马夸

尔特(Levenberg-Marquardt,
 

L-M)算法实现了偏心参数的

辨识;更进一步,国内外甚至有利用更多读头的系统进一

步增强偏心误差补偿效果的研究,如四读头系统[18] 。
本文首先建立了偏心误差的表达式。 为了获得可用

于偏心参数标定的简化表达式并分析偏心误差的数量

级,本文推导了偏心误差的三角级数展开式,证明了二阶

及以上的误差项可忽略不计,并可使用两个对径位置的

读头估计偏心参数。 基于此,本文提出了用改进的粒子

群算法估计偏心参数的流程,并在现场可编程门阵列

( field
 

programmable
 

gate
 

array,
 

FPGA)设计和实现了基于

区间转换和两级查找表的偏心误差实时补偿模块,可在

FPGA 采集编码器计数值的同时实时补偿计数值的偏心

误差。 最后进行了误差补偿实验,验证了误差补偿模块

的有效性,还验证了所得偏心参数在不同转速下均有效。
利用本文提出的方法,可以在标定得到偏心参数后,后续

在设备中仅使用一个读头,仍能实现与双读头基本相同

的测角精度。

1　 偏心误差分析

1. 1　 偏心误差表达式　
 

　 　 首先推导偏心误差的一般表达式。 记转动中心为

O0,标尺圆光栅的几何中心为 O1,指示圆光栅的几何中

心为 O2。 如图 1 所示,以 O0 为坐标系原点,以未转动时

O0O1 为横轴正向建立坐标系。 记标尺圆光栅偏心量大

小为 O0O1 = ε,指示圆光栅偏心量大小为 r,偏心方向

为 α 1,则 O2 坐标为( rcosα 1,rsinα 1)。 以通过 O1 和 O0 的

标尺圆光栅的栅线为零角度参考栅线,则与此栅线夹角

为 φ ∈ [ - π,π) 的栅线 N1 的方程为:
y

x - ε
= tan φ (1)

只需考虑旋转角度 θ ∈ [0,2π) 的情况。 转动后圆

心 O1 的坐标变为O′1:(εcosθ,εsinθ),则栅线 N1 的方程

变为:
y - εsinθ
x - εcosθ

= tan(φ + θ) (2)

设读头位置与指示圆光栅的栅线圆心的距离为 R,
方向角为 α 2,则读头的坐标(X0,Y0) 为:

X0 = rcosα 1 + Rcosα 2

Y0 = rsinα 1 + Rsinα 2
{ (3)

设转动前读数点在标尺圆光栅的角度为 φ 1 的栅线

上,则由式(1)和(3)有:
rsinα 1 + Rsinα 2

rcosα 1 + Rcosα 2 - ε
= tanφ 1 (4)

设转轴转动 θ 之后,读数点在角度为 φ 2 的栅线上,
则由式(2)和(3)有:

rsinα 1 + Rsinα 2 - εsinθ
rcosα 1 + Rcosα 2 - εcosθ

= tan(φ 2 + θ) (5)

因此由式(4)和(5)可得读头测量的转角为:

θ测 = arc
 

tan
r sin α 1 + R sin α 2

r cos α 1 + R cos α 2 - ε( ) -

arc
 

tan
r sin α 1 + R sin α 2 - ε sin θ
r cos α 1 + R cos α 2 - ε cos θ( ) + θ (6)

将测角的偏心误差记为 Δ,于是由式(6)知:

Δ = arc
 

tan
Y0

X0 - ε( ) - arc
 

tan
Y0 - εsinθ
X0 - εcosθ( ) (7)

又记:

Z0 = X2
0 + Y2

0 ,
 

sinθ 0 =
Y0

Z0
,

 

sinθ 0 =
X0

Z0

且定义 K = ε / Z0 为偏心度,θ 0 为读头位置角。 由于

满足 ε,r < < R,因此 K ≈ ε / R,θ 0 ≈ α 2。 Δ 可简化为:

Δ = arc
 

tan
sinθ 0 / K

cosθ 0 / K - 1( ) -

arc
 

tan
sinθ 0 / K - sinθ
cosθ 0 / K - cosθ( ) (8)

1. 2　 偏心误差三角级数展开

　 　 式(8)形式较复杂,不适合用于偏心参数的标定以

及误差补偿量的计算。 为简化其形式,可以将其用三角

级数展开。 仅需考虑 Δ 中第 2 项,令 A = sinθ 0 / K,B =
cosθ 0 / K,则 A2 + B2 = 1 / K2 > > 1,Δ 中第 2 项则为:

f(θ) = arc
 

tan
sinθ - A
cosθ - B( ) (9)
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图 1　 坐标系的建立

Fig. 1　 The
 

establishment
 

of
 

the
 

coordinate

按定义展开 f(θ) :

f(θ) = 1
2
a0 + ∑

∞

m = 1
(amcosmθ + bmsinmθ) (10)

利用分部积分并化简,得 m > 0 时:
am =

- 1
mπ∫2π

0

[1 - (Asinθ + Bcosθ)]sinmθ
A2 + B2 - 1 + 2[1 - (Asinθ + Bcosθ)]

dθ (11)

令 Z2 = A2 + B2,cosα = A / Z,sinα = B / Z, 且记:

g(θ) = 1
Z2 + 1 - 2Zsinθ

(12)

代入式(11)后可化简得:

am = Z2 - 1
2mπ ∫2π

0
g(θ + α)·sinmθdθ (13)

在复数域考虑此问题,作如下代换:

sinθ = e iθ - e -iθ

2i
= z - z

2i
,cosθ = e iθ + e -iθ

2
= z + z

2
(14)

代换后,将 g( z) 配凑为如下部分分式展开:

g( z) = 1
Z2 - 1

- 1 + 1
1 + iZ -1z

+ 1
1 - iZ -1z( ) (15)

将式(15)在收敛区域内展开为幂级数,经过配凑可

得:

g( z) = 1
1 - Z2

×

1 - ∑
∞

n = 0
( - Z -2) n ( z2n + z2n) + ( z2n+1 - z2n+1)

iZ
é

ë
êê

ù

û
úú{ } (16)

再作逆代换,所得结果再解析延拓到整个实轴,得:

g(θ) = 1
1 - Z2

×

1 - 2∑
∞

n = 0
( - 1) nZ -2n[cos2nθ + Z -1sin(2n + 1)θ]{ }

(17)

代入式(13) 中,并交换求和与积分的顺序,整理后

可得:

am = 1
mπ∑

∞

n = 0
∫2π

0
( - 1) nZ -2n fn,m(θ)dθ (18)

fn,m(θ) = (cos2nθ·cos2nα - sin2nθ·sin2nα)·
sinmθ + Z -1sin(2n + 1)θ·cos(2n + 1)α·sinmθ +
Z -1cos(2n + 1)θ·sin(2n + 1)α·sinmθ (19)

由正余弦函数系的正交性计算式(18)可得:

a2n =- ( - Z -2) n

2n
sin2nα,a2n+1 = ( - Z -2) n

(2n + 1)Z
cos(2n +

1)α (20)
同理可求得 b2n 和 b2n+1,于是展开式(10) 已求得。

再代入 Z2 = 1 / K2 且 α = 90° - θ, 可得:

Δ =- ∑
∞

n = 1

( - 1) n+1K2n

2n
sin 2n

π
2

+ θ - θ 0( )é

ë
êê

ù

û
úú -

∑
∞

n = 0

( - 1) nK2n+1

2n + 1
cos (2n + 1)

π
2

+ θ - θ 0( )é

ë
êê

ù

û
úú + C (21)

代入边值条件 Δ(θ = 0) = 0 并化简,得:

Δ = ∑
∞

n = 1

Kn

n
[sinn(θ - θ 0) + sinnθ 0] (22)

　 　 式(22)的各阶项均有简洁的形式,且第 n 阶项的系

数为 Kn / n,因此各阶项的递减程度很大。 如取 K = 0. 01,
由上式可得一阶项最大值为 1. 146°,二阶项最大值为

0. 005 73°,而三阶项值则为 0. 000 038 2°,已经极小。
1. 3　 偏心误差的近似

　 　 对式(22)作近似。 令:

S(θ) = ∑
∞

n = 2

Kn

n
sinnθ,T(θ) = ∑

∞

n = 1

θ n

n
Δ 中仅保留一阶项时,舍去的项为 S(θ - θ 0) +

S(θ 0), 因:

S(θ) < T(K) - K = ∫K

0
T′(x)dx + T(0) - K =

∫K

0
∑

∞

n = 1
xn-1dx - K =- ln(1 - K) - K

　 　 即 S(θ) 相对于 K 是高阶无穷小, 因此略去展开

式(22)的二阶及以上的误差项是合理的,可得偏心误差

近似表达式如下:
Δ(θ,θ 0,K) = Ksin(θ - θ 0) + Ksinθ 0 (23)
由式(23)可知,偏心误差具有如下特征。
1)是旋转角的周期为 2π 的正弦函数:偏心度和读

头位置角共同决定其偏置,偏心度决定振幅,读头位置角

决定相位。
2)偏心误差与偏心度成正比。
3)偏心误差对测角精度的影响很大:误差的绝对值

最大为 Δ max = K(1 + sinθ ) ≤ 2K,与 K 在同一个量

级,此即一定偏心度下偏心误差大小的上限。
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为了验证上述近似规律,取 θ 0 分别为 0. 1π、0. 2π、
0. 3π、 0. 4π、 0. 5π 且 K ∈ [0. 001,0. 02] , 计 算 当

θ ∈ (0,2π] 时式(8) 的最大值与 K 和 θ 0 的关系结

果如得图 2 所示。 由图 2 可知在给定 θ 0 下, Δ 与偏心

度 K 成正比,换算为弧度后,各条直线的实际斜率和预

期斜率k = 1 + sinθ 0 之值如表 1 所示,二者基本相

等,均与结论相符,从而验证了近似表达式( 22) 的有

效性。

图 2　 偏心误差绝对值的最大值与偏心度的关系

Fig. 2　 The
 

relation
 

between
 

maximum
 

absolute
 

error
 

and
 

eccentricity
 

ratio
 

K

表 1　 图 2 中直线的预期斜率和实际斜率

Table
 

1　 Expected
 

slope
 

and
 

real
 

slope
 

of
 

lines
 

in
 

figure
 

2

读头位置角 θ0 预期直线斜率 实际直线斜率

0. 1π 1. 309 1. 314

0. 2π 1. 588 1. 595

0. 3π 1. 809 1. 817

0. 4π 1. 951 1. 956

0. 5π 2. 000 2. 000

2　 偏心参数估计

2. 1　 双读头法估计偏心参数的原理
 

　 　 设编码器对径位置安装两个读头,读头位置角分别

为 θ0 和 θ0 + π, 由式(23)可知其测量值分别为:
θ1 = θ + Ksin(θ - θ0) + Ksinθ0 (24)
θ12 = θ - Ksin(θ - θ0) - Ksinθ0 (25)

式中: θ 是转角真值。 可见在采用上述近似时(被忽略的

误差项不超过 K2), 二者的偏心误差大小相同而符号相

反,因此将二者求和后取平均即可补偿偏心误差。
将以上两个读头的测量值作差,可得:
D(θ) = θ1 - θ12 = 2Ksin(θ - θ0) + 2Ksinθ0 (26)
由于双读头已补偿了偏心误差,因此将双读头读数

均值 θ = (θ1 + θ12) / 2 作为转角真值,式(26)可改写为:
D(θ) = 2Ksin( θ - θ0) + 2Ksinθ0 (27)
因此采集对径双读头的计数值,求其均值及差值,可

用一些参数估计的常用方法从式(27)中估计偏心参数。

2. 2　 逐次逼近法计算偏心误差补偿量

　 　 得到偏心参数后,便可对式(24)的单读头测量值进

行补偿,应当减去的补偿量为:
Δ = Ksin(θ - θ0) + Ksinθ0 (28)
然而因真值 θ 未知,无法直接计算式(28)。 本文遂

提出一种逐次逼近的方法计算此补偿量。
首先以此读头的测量值 θ1 来代替 θ, 计算的补偿

量为:
Δ1 = Ksin(θ1 - θ0) + Ksinθ0 (29)
则式(28)与(29)之间的偏差为:
Δ - Δ1 = K[sin(θ - θ0) - sin(θ1 - θ0)] =

- Kcos(θ - θ0)sin(θ1 - θ) + 2Ksin(θ - θ0)sin2 θ1 - θ
2

≈

- K(θ1 - θ)cos(θ - θ0) + K
2

(θ1 - θ) 2sin(θ - θ0) <

K θ1 - θ + K
2

θ1 - θ 2 < (K + K2) θ1 - θ

补偿后的角度值为 θ2 = θ1 - Δ1 = θ + (Δ - Δ1),
可知:

θ2 - θ = Δ - Δ1 < (K + K2) θ1 - θ < 2K2 + 2K3

第 2 次计算时再以 θ2 为真值,然后代入式(28) 中计

算得到 Δ2。 不难证明,经过 k 次迭代后, 有:
θk+1 - θ = θ1 - Δk - θ = Δ - Δk <

(K + K2) θk - θ < … < (K + K2) k θ1 - θ
因 K + K2 < < 1,因此 θk 以快于指数的速度收敛于

θ。 这就证明了此迭代法可以很高效地计算式(28)。 由

于偏心度很小,实际中仅两次迭代后 θ3 - θ 便已极小。
考虑到第 1 次迭代后便有 θ2 - θ ≤ 2K2,而将双读头

读数视为真值时略去项的大小也不超过 K2, 因此只计算

一次也可满足需求,即利用式(29) 计算补偿量,实现的

效果已与双读头法相同。
2. 3　 基于改进的粒子群(PSO)算法的偏心参数估计

　 　 1)粒子群算法原理

利用式(27) 求解偏心参数本质上是个参数最优估

计的问题。 本文将使用粒子群算法,从采集到的编码器

对径双读头数据中估计得到参数对 {K,θ0}。
粒子群算法于 1995 年由 Eberhart 和 Kennedy 提出,

其基本原理是从随机的初值解出发,通过迭代寻找最优

解,通过适应度函数评价解的优劣,而通过追随当前搜索

到的最优值来寻找全局最优,从而实现参数估计。 具有

实现容易、精度高、收敛快等优点[19] 。
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算法的搜索空间的维度即为待求解参数的个数 D。
在搜索空间中初始化 N 个粒子的坐标和速度:

X i = (x i1,x i2,…,x iD),
 

i = 1,2,…,N (30)
V i = (vi1,vi2,…,viD),

 

i = 1,2,…,N (31)
对于每个粒子,每次迭代时会计算其个体最优位置

Pbest i,同时得到所有粒子的群体最优位置Gbest i。 再按

照式(32)更新速度值。
V i(T + 1) = V i(T) +

c1r1[Pbest i(T) - X i(T)] + c2r2[Gbest i(T) - X i(T)]
(32)

式中: c1 和 c2 分别为向个体最优位置和群体最优位置学

习的学习率;而 r1 和 r2 是(0,1) 之间的随机因子;T 是已

迭代次数。 粒子的位置则更新为:
X i(T + 1) = X i(T) + V i(T) (33)

　 　 每次迭代会不断更新粒子的位置,当迭代次数达到

Tmax 时,就输出群体最优位置作为参数估计的结果。
2)改进的粒子群优化算法

为了平衡在参数的全局搜索能力和局部搜索能力,
获得更好的参数优化效果,现在更新速度值时加入一个

线性递减权值 ω T, 即式(32)修改为:
V i(T + 1) = ω TV i(T) +

c1r1[Pbest i(T) - X i(T)] + c2r2[Gbest i(T) - X i(T)]
(34)

其中线性递减权值:

ω T = ωmax - T
Tmax

(ωmax - ωmin) (35)

式中: T 为当前迭代次数;[ωmin,ωmax ] 为权值的取值范

围。
3)算法的实现流程

算法的实现流程可总结为 3 个步骤。
(1)参数设置,包括种群大小 N,学习因子 c1 和 c2,最

大迭代次数 Tmax ,线性递减权值的范围[ωmin,ωmax ] 等,
需根据具体问题分别设置合适的值。

(2)速度和位置向量的初始化。 从而得到初始时的

个体最优位置和群体最优位置。 采用取随机值的方式完

成该过程,但是需要限定一个取值范围,其中位置范围即

待求参数的搜索区间。 对于本文的问题而言, K 的范围

设定为(0,0. 1],θ 0 为[0,2π)。
(3)迭代计算的过程。 在迭代过程中可能出现速度

或位置的更新值超过设定范围的问题,本文采用直接截

断为最大值或最小值的方式处理此问题。
本文适应度函数设置为:

F = ∑
M

m = 1
[Dm(θ) - 2Ksin( θm - θ 0) - 2Ksinθ 0] 2

(36)
式中: Dm(θ) 是测量的第 m 个点对应的双读头测角差

值;θm 是第 m 个点对应的双读头测角均值。 优化的目标

是使得 F 最小。

3　 FPGA 偏心误差补偿

3. 1　 功能需求

　 　 得到偏心参数后,便可在实际应用中仅使用一个读

头,而利用式(29) 对测量值进行补偿,实现与双读头等

价的测量效果,节省了成本。 本文实验部分用到的激光

雷达扫描仪(简称扫描仪)利用 FPGA 实现测距值的实时

解算和编码器脉冲计数等功能,因此若能在 FPGA 中实

现式(29)的计算,则可在编码器计数值记录的同时完成

偏心误差的补偿。
此扫描仪中使用的编码器单圈计数值为 320

 

000,则
脉冲计数值为 n 时对应的角度测量值为:

θ = 2π
320

 

000
n (37)

由式(29)可知,此偏心补偿模块需实现的功能为输

入 0 ~ 320
 

000 脉冲计数 n, 计算如下正弦值:

Ksin
2π

320
 

000
(n - N0)é

ë
êê

ù

û
úú + C (38)

式中: C = Ksinθ 0,而 N0 为由 θ 0 折算的计数值偏置。
FPGA 不擅长浮点数运算和除法运算,且不适合实

现迭代算法。 目前主流的 FPGA 三角函数计算方法大都

基于坐标旋转数字计算方法 ( coordinate
 

rotation
 

digital
 

computer,
 

CORDIC),优点是不需要数字信号处理器资源

(digital
 

signal
 

processor,
 

DSP),缺点则是当要求精度高

时,需要的旋转操作数量很多。 考虑到本文所用扫描仪

设计的最大激光触发频率为 2 MHz,即每秒最多输出

2×106 个编码器计数值,且 FPGA 上有一定的 DSP 资源

可以利用,综合对算法速度和占用资源的考虑,以及本问

题的自身特点,本文提出并设计了一种基于无符号整数

运算+区间转换 +两级查找表的 FPGA 偏心误差补偿

模块。
3. 2　 模块设计

　 　 算法的实现思路如图 3 所示。
1)偏置处理、区间折叠和异名函数变换

(1)偏置处理,输入的 0 ~ 320
 

000 的计数值 N1 首先

需要减去由 θ 0 折算而来的计数值偏置 N0。 为了不进行

有符号数运算,需要先比较二者的大小,得到一个标志位

sign_flag,然后用二者中的大数减去小数,得计数值 N2。
(2) 区间折叠, 根据 N2 的大小确定其所在象限

quadrant,并利用三角诱导公式转换为一个位于第 1 象限

的计数值 N3, 此后各步运算的中间结果均为正数。
(3)异名函数变换,将 N3 与 40

 

000 作比较,并将 N3
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图 3　 FPGA 算法的设计

Fig. 3　 The
 

design
 

of
 

the
 

FPGA
 

algorithm

转换为 0 ~ 40
 

000 计数值。 通过步骤(1) ~ (3)处理,0 ~
320

 

000 的计数值转换为了位于 0 ~ 40
 

000 的计数值。
 

后续将利用这 3 次比较的结果确定输出的符号位以

及输出正弦值还是余弦值。
2)两级区间转换和查找表的建立

将 0 ~ 40
 

000 以 213 = 8
 

192 的整数倍为左边界划分为

5 个一级子区间,每个区间左边界对应的正弦值和余弦

值作为常数记录在一级查找表中。 记录计数值 N3 所在

的一级区间,并通过求余运算将N3 转换为0 ~ 8
 

192内的

计数值 N4。 重复此过程,再将 0 ~ 8
 

192 按 1
 

024 划分为

8 个二级区间,则 N4 进一步转换为 0 ~ 1
 

024 内的 N5。
FPGA 中两级区间转换通过位操作来实现。 如图 4

所示,N3 为 16 位二进制数,则 N3 [15 ∶ 13]就是其所在一

级区间的地址,N3 [12 ∶ 10] 为二级区间的地址,最低 10
位 N3[9 ∶ 0] 即为其经过两级区间转换后的计数值 N5。
后续区间反转换步骤中, 直接利用 N3 [ 15 ∶ 13 ] 和

N3[12 ∶ 10]作为两级查找地址,获得区间左边界的三角

函数值。

图 4　 两级区间转换

Fig. 4　 Two-tier
 

interval
 

transform

3)小角度三角函数值计算

此时计数值已经转换至 0 ~ 1
 

024 的范围,对应的角

度区间为[0,1. 152°)。 对于在这样一个小区间内的正弦

值和余弦值,可以使用多项式逼近来近似计算。
4)两级区间反转换

得到上述小角度的正余弦值后,利用查找表中的区

间左边界对应的三角函数值,通过两角和的三角函数公

式进行乘法和加法运算,将 N5 对应的三角函数值通过两

次区间反转换变回 N3 对应的三角函数值。

5)符号决议与补偿量计算

利用 sign_flag、quadrant 等信号的值,确定最终输出

的是正弦值还是余弦值,及其正负符号。 所得结果与整

数化的 K 相乘并加上 C, 便得到了计数值补偿量。
3. 3　 模块实现

　 　 为实现图 3 的 FPGA 算法,有几个关键问题需要考

虑,包括小角度三角函数值的计算、运算的整数化、中间

运算结果的舍入和截位等。
1)小角度三角函数值的计算

在小区间上用多项式拟合 sin x 和 cos x 通常可取泰

勒展开的前几项。 但存在的问题是,若取到前两项,则正

弦值的计算中包括一个三次方运算,会导致中间运算过

程的位宽太大;而若仅取第 1 项,则精度又不太足够。 因

此需考虑其他形式的多项式逼近。 综合考虑计算精度和

计算复杂度这两个因素,希望用低于三次的两项多项式

逼近[0,1. 152°)的正余弦值,且在 0 处不存在计算误差。
因此,使用下式来进行逼近:

sin x = a1x - a2x
2 + o(x2),cos x = 1 - a3x

2 + o(x2)
(39)

利用 连 续 形 式 的 最 小 二 乘 法 可 求 出 上 式 在

[0,1. 152°)的最佳逼近系数,得 a1 = 1. 00
 

003
 

046,a2 =
0. 00

 

436
 

324,a3 = 0. 49
 

997
 

824。 为了说明该逼近式的

优越性,下面对几种不同的近似方式作对比。 对于正弦

函数,分别取以下 3 种近似:

①sin x ≈ x - x3

3!
;②sinx ≈ x;③sinx ≈ a1x - a2x

2

(40)
而对余弦函数,则分别取以下两种近似:

①
 

cosx ≈ 1 - x2

2!
;②cosx ≈ 1 - a3x

2 (41)

分别作出这 5 种近似在[0,1. 152°)的计算误差,如
图 5 和 6 所示。 可知对于正弦函数而言,近似式③的精

度远好于②,并且在此区间上计算误差分布也较为均匀,
相对于近似式①而言损失的精度较小。 对于余弦函数而

言,近似式②的计算误差也比①要小得多,且在区间上的

误差分布也更均匀。 因此,综合考虑计算精度、误差分布

的均匀性和计算复杂度这 3 个因素,正弦函数应选择其

近似式③,而余弦函数取其近似式②。
2)运算的整数化

本文算法均使用无符号整数加减和乘法运算。 对于

小数常数,通过乘以 2N 并四舍五入化为二进制整数再进

行运算,N 的值须根据不同常数的大小确定。 例如在小

角度三角函数计算子模块中,利用 N5 计算正弦值和余弦

值的原理如下:

sin x = a1 ·
2πN5

320
 

000
- 2π a2 N5

320
 

000( )
2

= A1N5 -

(A2N5) 2 (42)
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图 5　 三种正弦函数近似的计算误差

Fig. 5　 Calculation
 

error
 

of
 

three
 

different
 

polynomial
 

approximations
 

for
 

sine
 

function

图 6　 两种余弦函数近似的计算误差

Fig. 6　 Calculation
 

error
 

of
 

two
 

different
 

polynomial
 

approximations
 

for
 

cosine
 

function

cos x = 1 - 2π a3 N5

320
 

000( )
2

= 1 - (A3N5) 2 (43)

通过将上式的系数乘以 2N 转换为整数,上式可用整

数乘法和整数加法完成计算。 计算结果已经放大了 2N

倍,而 N 的大小需要根据设定的计算位宽决定。
 

两级查找表中的边界三角函数值便是通过乘以

2 24 并四舍五入的方式化为 24 位整数存储于查找表中。
其余非整数也通过这种方式进行转换。 在此模式下,
进行加法的两个数需要通过移位对齐为相同的放大倍

数,而乘法运算的结果的放大倍数为二者放大倍数

的积。
3)中间运算结果的舍入和截位

为了减少资源占用,当需要进行两个大位宽数的加

法或乘法时,将其拆分为两个数的高位和低位分别进行

的多次运算,分时复用 DSP 资源,中间步骤保留运算结

果的一定位数,并根据低位部分的运算结果决定是否进

位。 这样做比先截位再运算的精度要高,也比对两个数

不做处理直接运算占用的资源更小。

4)整体结构
 

图 3 的模块设计可以通过流水线的设计结构提高模

块的吞吐率,但是考虑到节约资源的目的,模块未使用流

水线的结构。
3. 4　 模块仿真

　 　 在 Quartus
 

II 中,对设计的模块进行了综合,并在

Modelsim 中进行了功能仿真。 综合结果表明,模块共使

用了 13 个 DSP 资源,1
 

010 个寄存器资源,得到一个运算

结果需要 25 个时钟周期。 对比其他实现三角函数计算

的模块设计而言,资源占用相对较低,且运算速度较快,
完全满足本文设计需求。

通过设置 N0 = 0,K = 1, 模块可用于计算正弦值。 模

块的输出为正弦值乘以 232 并四舍五入后的 32 位二进制

整数。 编写 Testbench, 以 5 为间隔向模块输入 0 ~
160

 

000 的整数值,并记录 Modelsim 仿真输出,与预期的

结果 比 较, 可 得 到 本 模 块 的 正 弦 值 计 算 误 差  =
FPGA 计算值 × 2 -32 - 真实值 ,从而验证此模块的计

算精度σ = FPGA 计算值 × 2-32

真实值
。 计算精度的曲线如图 7

所示,可以得到计算误差  的均值为 4. 146×10-8,而 σ 的

均值则为 1. 000 000 210 7,即实现了很高的计算精度。

图 7　 仿真计算精度 σ
Fig. 7　 Simulated

 

calculation
 

accuracy
 

σ

4　 实验验证

　 　 通过对扫描仪中单圈 320
 

000 计数值的编码器进行

双读头计数值的采集和偏心误差补偿实验,验证本文提

出的单读头偏心误差补偿方法的可行性,以及实现的

FPGA 实时误差补偿模块的有效性。
4. 1　 数据采集

　 　 首先采集编码器对径双读头的原始数据。 扫描仪中

使用的 Celera 的编码器输出 A、B、Z 三相方波信号,其中

A 相和 B 相方波的相位相差 90°,可用于旋转方向鉴向,
Z 相为单圈的零点信号。 A 相和 B 相每秒均输出 80

 

000
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脉冲,通过对 A 相和 B 相脉冲的上升沿和下降沿均计

数,可获得四分频的效果,即单圈计数为 320
 

000。 在编

码器的对径处安装两个读头,设置电机转速为 40
 

r / s,通
过 FPGA 等时间间隔地对两个读头的输入脉冲进行计

数,并上传计数值至上位机中。
选取采集的数据中的完整的前 10 圈计数值变化数

据,得到双读头计数差随时间变化的曲线,如图 8 所示。
可以看出,由于编码器匀速旋转,双读头计数差值随时间

(即点序号)按正弦规律变化,符合预期;10 周期数据的

计数差最大值和最小值如表 2 所示,从表 2 可以看出,多
圈数据之间的重复性较好,与理论预期计数差周期性变

化相符。 双读头计数差最大值在 65,最小值在-109,对
应的偏心误差最大为 0. 06°,此大小的角度误差不可

忽视。

图 8　 双读头计数差随时间变化的曲线

Fig. 8　 Count
 

difference
 

between
 

the
 

two
 

reading
 

heads

表 2　 10 周期的双读头读数差数据的最大值和最小值

Table
 

2　 The
 

maximum
 

and
 

minimum
 

value
 

of
 

the
 

count
 

differences
 

between
 

the
 

two
 

reading
 

heads
 

in
 

ten
 

periods

周期序号
双读头计数差

最大值

双读头计数差

最小值

1 63 -109

2 66 -109

3 63 -108

4 66 -109

5 63 -100

6 65 -108

7 64 -102

8 66 -107

9 63 -110

10 65 -107

　 　 然而一个明显的现象是,图 8 中第 5 个周期和

第 7 个周期与其他周期的最小值的偏差较大,这无法用

偏心误差理论解释。 此现象产生的原因是,除了偏心误

差外,其他的因素也可能造成双读头计数值不一致,包括

转轴的随机晃动误差、编码器内部角度细分产生的细分

误差等等,其中一些因素是随机的。 电机转速不稳定,导
致真实转角与时间非严格线性关系,也会导致计数差随

时间变化的曲线偏离标准正弦波。 只是当偏心存在时,
偏心误差为编码器主要的测角误差来源。 而本文并未计

入这些其他因素的影响。
4. 2　 偏心参数的估计

　 　 利用第 1 圈的双读头数据进行偏心参数的估计。
第 1 圈共采集了 13

 

072 对计数值,分别计算读数均值与

读数差值,得到曲线如图 9 所示。 图 9 中计数差随计数

均值正弦变化,也与理论预期相一致。

图 9　 双读头计数差随计数均值变化的曲线

Fig. 9　 Relation
 

between
 

count
 

difference
 

and
 

count
 

average
 

of
 

the
 

two
 

reading
 

heads

每 5 个点选取一个点,将其对应的计数均值和计数

差值转换为弧度,并按 2. 3 节流程进行偏心参数的估计。
经过一些尝试,本文选择的参数设置如下:学习因子设为

c1 = c2 = 2;粒子数为 N= 100,最大迭代次数为 Tmax = 200;
K 的搜索范围为(0,0. 1],θ0 的搜索范围为[0,2π);线性

递减权值的取值范围为[0. 4,0. 9]。
迭代过程如图 10 所示。 由图 10 可知,当迭代次数

大于 60 次时,群体最佳适应度基本上不再变化。
得到的拟合值为 K = 0. 0

 

007
 

834,θ0 = 5. 99
 

424。 利

用拟合得到的参数,可以得到第一个周期的数据的拟合

残差 σ, 如图 11 所示。 σ 的最大值 max(σ) = 1. 93 ×
10 -4,均值为 mean(σ) = - 1. 1 × 10 -7,而 mean( σ ) =
3. 72 × 10 -5。

现将得到的参数应用于其余 9 个周期,并求出每个

周期的拟合残差的最大值 max(σ) 和绝对值的均值

mean( σ ), 结果如图 12 和 13 所示。 二者的变化趋势

非常一致,且每个周期的数据均在同一数量级,验证了上

述参数对其他周期数据的有效性。
其他周期数据的平均残差均大于第 1 个周期,引起

双读头计数值不一致的原因除偏心误差以外还包括其他



84　　　 仪　 器　 仪　 表　 学　 报 第 4 3 卷

图 10　 每次迭代计算的最佳群体适应度

Fig. 10　 Best
 

group
 

fitness
 

value
 

per
 

iteration

图 11　 第 1 个周期数据的拟合残差

Fig. 11　 Residual
 

for
 

the
 

first
 

period
 

fitted
 

data

图 12　 10 周期数据拟合残差的绝对值的均值

Fig. 12　 Mean
 

value
 

of
 

absolute
 

residual
 

for
 

ten
 

periods

因素,这些因素并非是周期性的,如轴系晃动等随机因

素,而本文的方法未处理这些误差因素。
4. 3　 FPGA 偏心误差补偿模块的验证

　 　 为验证设计的 FPGA 误差补偿模块的有效性,将 10

图 13　 10 周期数据拟合残差的最大值

Fig. 13　 Maximum
 

value
 

of
 

residual
 

for
 

ten
 

periods

圈数据的单读头计数值作为模块的输入,利用模块输出

补偿单读头计数,然后与双读头计数均值比对,得二者的

绝对差值:
D= 双读头计数均值-FPGA 补偿后的单读头计数值

D 随双读头计数均值变化的散点图如图 14 所示, D
的最大值为 6,平均值为 1. 46。 造成 D 非零的主要因素

有其他的编码器测角误差来源;计算过程中的舍入和取

整,尤其是最后一步的取整。 由于平均偏差仅有 1. 46,
可知补偿后的单读头计数值与双读头计数均值基本相

同,由此验证了本文提出的方法可以实现与双读头法几

乎相同的测角精度。

图 14　 FPGA 计数值补偿的偏差

Fig. 14　 Error
 

of
 

FPGA
 

count
 

compensation

4. 4　 不同转速下偏心参数的有效性

　 　 前面所用的双读头数据是在转速为 40
 

r / s 的条件下

得到。 由于轴系晃动等因素与系统转速密切相关,因此

将采集不同转速下的双读头数据,并用前面得到的偏心

参数进行读数差曲线的拟合,验证偏心参数是否在不同

转速下均有效。
依次在 15、

 

20、30 和 50
 

r / s 的转速下分别采集 5 圈

的计数值,计算拟合残差绝对值的均值,结果如表 3 所
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示。 由表 3 结果可知,对于不同的转速,拟合的效果基本

一致,均值都在同一数量级。 即拟合得到的偏心参数在

不同转速情形下均有良好的适用性。

表 3　 不同转速下的拟合残差绝对值的均值

Table
 

3　 Mean
 

values
 

for
 

absolute
 

residual
 

under
 

different
 

rotation
 

speed

转速 / ( r·s-1 ) 拟合残差绝对值的均值

15 7. 24×10-5

20 6. 51×10-5

30 8. 47×10-5

40 6. 02×10-5

50 8. 95×10-5

5　 结　 　 论

　 　 本文对圆光栅角度传感器的偏心误差进行了理论分

析和误差补偿研究。 由于偏心误差对测角精度影响较

大,而且难以避免,因此其误差分析和补偿的研究具有重

要意义。 通过推导偏心误差的理论表达式并展开为系数

简单的三角级数,可以分析每阶误差项的数量级及其对

测角精度的影响。 理论分析表明,通常仅考虑一阶误差

项即可,极少数情况也可计入二阶项。 偏心参数的标定

中可利用正多面棱镜和准直仪等高精度设备获取转角真

值,也可以简便地使用本文提出的对径双读头法,此时双

读头测角均值被视为转角真值。 利用得到的偏心参数,
本文设计了在 FPGA 中进行实时计数值偏心误差补偿的

模块,并通过实验数据验证了其可有效补偿偏心误差。
下一步,可继续优化误差补偿模块的设计,提高其计算精

度并减小资源占用量。
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