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摘#要!针对二维势场中的随机共振"3H#的研究较少的问题&探讨在高斯白噪声和外部微弱驱动力共同作用下的二维四稳态
势系统"PPf3#的 3H机理与应用’ 根据线性响应理论&使用概率流方法计算 PPf3 对外部周期驱动频率的功率谱增益因子
"3;V#’ 理论分析结论表明&以 3;V为指标时&PPf3将发生显著的 3H现象&通过提高耦合系数和非对称系数或降低驱动频率
能够进一步地提高 3;V’ 而后结合&’07W*/+Gh0111-T0G35.4E算法与四阶龙格库塔法&利用遗传算法的寻优参数将PPf3应用于
微弱周期信号检测和轴承故障诊断中&并与新型一维三维势系统":?Pf3#进行对比’ 实验结果证明了理论分析结论的正确
性&表明PPf3能够有效地检测微弱周期信号和诊断轴承内外圈的故障’ 两种轴承内圈故障频率处的幅值能被PPf3分别提高
至 !"@9B和 $@F9"&而:?Pf3只能将之分别提高至 $B%9A 和 "%M9!%两种轴承外圈故障频率处的幅值能被 PPf3 分别提高至
!%K9F和 M!$9@&而:?Pf3只能将之分别提高至 $A@9M和 "KA9A&证明PPf3的性能优于:?Pf3’
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78引88言

随机共振"+5-4’0+5(4/*+-)0)4*& 3H# *"GM+是一类广
义的涨落力非线性作用于系统有序性响应的现象&并
被应用在多种学科和研究领域中&诸如生物细胞
学*!GA+ $物理*FG@+ $化学*"%G""+和微弱信号检测领域*"$G"!+ ’
相较于使用滤波器等传统降噪方法&基于 3H原理的微
弱信号检测方法的优势在于能够利用噪声能量来增强
目标信号的特征信息’ 贺利芳等*"B+研究了时延反馈生
态植被生长系统的 3H现象&通过 V-EE*/Gf10)4E 方程推
导出了系统输出信噪比的表达式&发现通过调节系统
参数$信号幅值$噪声强度均可诱导系统产生随机共振
现象’ 刘学等*"A+针对在强噪声背景下提取遥测振动信
号的微弱非线性特征的问题&提出一种基于双树复小
波的多尺度噪声调节 3H方法&使用多尺度噪声调节和
樽海鞘群算法来增强 3H效应&从而能够有效地提取特
征信息&并通过实验仿真验证了该方法的有效性’ 刘
进军等*"F+针对一维经典双稳态系统的势阱参数调节问
题和 3H对采样频比的限制&提出一种基于势阱参数调
节的 3H方法&使用变量代换法实现了势阱参数之间的
解耦&并与频域信息交换方法相结合&实现了低采样频
比信号的检测’ 然而&目前大部分的研究成果都是基
于一维势系统&二维势系统由于系统状态变量的耦合
性和阱间跃迁的复杂性而缺乏足够的研究’ 在二维势
阱中&阱间跃迁由平面拓展到空间中&更繁杂的跃迁轨
迹将产生更丰富的演化结果’ 而在现实中&二维势系
统也有广泛的来源与应用&许多动力学模型均可以归
纳为二维势系统&例如受涡激影响的海洋输运管道&地
震灾害中的堤坝系统和受横风影响工业悬梁臂等&因
此具有一般意义的二维势系统的 3H机理值得关注与
研究’ 在应用层面&二维势系统相较于一维势系统对
涨落力强度的要求更高*"K+ &针对一维势系统不能较好
地应用于高强度噪声环境下的微弱信号检测的问题&
将二维势系统应用于高强度噪声环境中的微弱信号检
测具有理论上的可行性和应用价值’ 因此本文提出一
种具有一般意义的二维四稳态势系统"5T-GJ(7*)+(-)01
5*5/0G+50W1*<-5*)5(01+X+5*7& PPf3#&首先就PPf3的势函
数进行探讨&进而研究其 3H机理&结合 &’07W*/+G
h0111-T0G35.4E 算法与四阶龙格库塔法进行数值模拟&
以功率谱增益因子"+<*45/0107<1(2(405(-) 2045-/& 3;V#为
衡量指标&检验理论分析的正确性和 PPf3 在检测微弱
信号方面的性能&最后将 PPf3 应用于工业轴承故障诊
断&以检验 PPf3 的实际应用价值&并与新型一维三稳
势系统" )-I*1-)*GJ(7*)+(-)015/(G+50W1*<-5*)5(01+X+5*7&
:?Pf3#做综合性能对比以验证 PPf3的先进性’

98JJKO理论分析

9:98JJKO势函数

在过阻尼条件下&二维势系统的动力学方程可由如
下\0)R*I()方程描述!

J(
J/
IO0V"(&0&/#

0(
J4""/#

J0
J/
IO0V"(&0&/#

00
J4$"/#{ ""#

式中!V"(&0&/#为PPf3的等效势函数%4""/#和4$"/#为
对应的环境噪声&符合如下统计性质!

64$"/#7 I%

64$"/#4L"/‘#7 I$,EP73$L3"/O/‘#{ #$&LI"&$ "$#

式中!&$EP和7分别为阻尼系数$N-15g70))常数和温度%
3为>(/04函数’ 本节变量均为无量纲形式’

V"(&0&/# 由一维势函数拓展而来&遵循如下形式!
V"(&0&/#IV%"(&0# JM"’"(&0#4-+"%%/J(#

V%"(&0#I5"(J0# O+(0J%9B"+O%"#(
$ J

%9$B-"(
! J%9B"+O%$#0

$ J%9$B-$0
!{ "M#

式中!M"4-+"%%/J(# 代表输入信号’ 其中!M" 为驱动幅
值%%%为驱动频率%(为相位’ %"$-"$%$$-$为系统参数%5
为非对称系数%+为耦合系数’ ’"(&0#I(J00为耦合函
数%0为关联系数’

图 "所示为当 %" I%$ I!&-" I-$ I"&5I+I%9"时&
未受激励的等效势函数V%"(&0#&可见V%"(&0# 势场中分
布着 !个非对称势阱&相邻势阱和对角势阱之间被势垒
所分开’

图 "#等效势函数V%"(&0#

V(R="#YZ.(I01*)5<-5*)5(012.)45(-) V%"(&0#

图 $所示为V%"(&0# 的俯视图&每个势阱对应一个
稳态点"Z"$Z$$ZM$Z!#&每个势垒对应一个鞍点"F"$$F$M$
FM!$F!"$2#&将 Z"$Z$$ZM$Z! 对应的四个势阱依次简记为
,"$,$$,M$,!&图 $中箭头线段代表势场约束力的方向&其
中双向箭头线段亦表示最小能量路径’
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图 $#稳态点及鞍点分布
V(R=$#>(+5/(W.5(-) -2+50W1*<-()5+0)J +0JJ1*<-()5+

图 M所示为:?Pf3 的势函数&可见其势场被约束于
一维平面内&其存在 M个势阱和 $个势垒’

9:;8OU机理研究

对应式""#的VfY如下!
0-"(&0&/#

0/
IO 0
0(

0V"(&0&/#
0(

-"(&0&/#[ ] O
0
00

0V"(&0&/#
00

-"(&0&/#[ ] JS 0
0($
J 0
00$( ) -"(&0&/# "!#

式中!-"(&0&/# 为概率密度函数&等号的右边前两项描
###

图 M#:?Pf3的势函数
V(R=M#f-5*)5(012.)45(-) -2:?Pf3

述了概率在势阱内的小尺度扩散性质&右边第 M 项描述
了概率通过鞍点在相邻势阱之间的大尺度跃迁性质’
SI,EP7为噪声强度

*"@+ ’ 假设在时刻/各势阱内的稳态

概率量分别为3$"/#"$I"&$&M&!#&满足(
!

$I"
3$"/# I"&则

阱间跃迁的概率流方程为!
J8
J/
I!8 "B#

式中! 8I*3""/#&3$"/#&3M"/#&3!"/#+
P%!为跃迁率矩

阵&具体形式如下!

##!I

OE"$"/# OE"!"/# E$""/# % E!""/#

E"$"/# OE$""/# OE$M"/# EM$"/# %

% E$M"/# OEM$"/# OEM!"/# E!M"/#

E"!"/# % EM!"/# OE!""/# OE!M"/#















"A#

##其中&E$L"/# 表示从势阱 ,$到 ,L的跃迁率&符合!

E$L"/#I
"
$!

#$"#$$#$L"
#$L$槡 *[<

O"V$L
S( ) &#$&LI"&$&M&!

"F#
式中!#$"和#$$为V%"(&0# 的Q*++(0)矩阵在 Z$处的特征
值%#$L" 和#$L$ 为V%"(&0# 的Q*++(0)矩阵在F$L处的特征
值*"@+ ’ 势垒"V$L为V"(&0&/# 在 Z$和F$L处的差值’ 将
式"F# 代入式"B# 中进行幂级数展开’

*4-+"%%/J(# I(
q

& I%

"
&.

4-+&"%%/J(# "K#

忽略 &,$的项&可得!
E$L"/#IE

%
$LJE

%
$L"’$LM"5.6"%%/J(#GS "@#

式中!E%$L为只存在噪声而无输入信号时的初始跃迁率&
同理可由式"F# 和V%"(&0# 计算’

将式"@#代入式"B#中&!可分解为初始跃迁率矩阵
!% 和扰动矩阵"!之和&其中!%中的元素为 H

%
$L&"!中的

元素为"E$LI"’$LE%$L&即!
!I!% J"!M"4-+"%%/J(#GS ""%#
势阱内概率量的响应为!
8I8% JM""8GS """#

式中!8% I*3%"&3
%
$&3

%
M&3

%
!+ 为只存在噪声时的稳态概率

量%"8I*"3"&"3$&"3M&"3!+ 为受扰动产生的概率响
应’ 将式""%# 代入式"""# 中&可得!

J"8
J/
I!%"8J"!8%M"4-+"%%/J(#GS ""$#

在长时极限下&系统趋于稳定状态&初始条件对系统
产生的影响消失&概率响应为!

"8I(+()"%%/J(# J04-+"%%/J(# ""M#
式中! ( I*e"&e$&eM&e!+

P&0I*8"&8$&8M&8!+
P’ 将

式""M# 合并&可得幅相响应!

N$IM" e$$J8
$

槡 $

.$I0/450)"8$Ge$#{ &#$I"&$&M&! ""!#
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式中!N$为幅度响应%.$为相移’ 将式""M# 代入式""$#
可得!

(IO%% "!
$
% J%%

$G# O"""!8%#

0IO!% "!
$
% J%%

$G# O"""!8%#{ ""B#

使用特征值#$和特征向量*$表示!%&进一步可得!

e$IO(
!

$I"

%%
#$$J%%

$R$*$

8$IO(
!

$I"

#$
#$$J%%

$R$*$










""A#

其中&R$为"!8% I(
!

$I"
R$*$的扩展系数’

系统响应h"/# 的一阶矩定义为!

6h"/# (%&0%&/%7 I$$(0̂"(&0&/(%&0%&/%#J(J0

""F#
初始时各势阱概率量8均集中在稳态点 Z$&即 "̂(&

0&/(%&0%&/%#I(
!

$I"
3$"/#3"(O(Z$&0O0Z$#’ 则系统的平

均渐近响应6h"/#7 %6为!

6h"/#7 %6I(
!

$I"
Z$3

%
$JZ$N$+()"%%/J(J.$# ""K#

由此可得当长时极限下 6h"/#7 %6在频率%% 的输出
功率C为!

CI7$" J7
$
$ J$7"7$4-+"&" O&$#

7" I Z$"N
$
" JZ

$
$N

$
$ J$Z"N"Z$N$4-+"." O.$槡 #

7$ I Z$MN
$
M JZ

$
!N

$
! J$ZMNMZ!N!4-+".M O.!槡 #

{
""@#

##其中&

&" I0/450)
Z"N" OZ$N$
Z"N" JZ$N$

50)
." O.$
$( )( )

&$ I0/450)
ZMNM OZ!N!
ZMNM JZ!N!

50)
.M O.!
$( )( )

则PPf3的输出 3;V为1ICGM$"’
图 ! 所示为耦合系数 +对 3;V的影响&可见当

S," 时&噪声强度的增大不仅不会削弱 3;V&反而会
提高 3;V&而当 3;V到达峰值之后&S进一步的增加
就会降低系统对输入信号的响应’ 对比图中曲线&可
见 3;V与耦合系数 +成正比&且+越大&峰值所对应的
S越大’

图 B所示为非对称系数 5对 3f;的影响&可见 3f;
与5成正比&说明势阱结构的非对称性能够增强 3f;&与
图 !类似的是峰值位置随着 5的增大而右移&但在峰值
过后&3f;的衰减速度变大’

图 A 所示为驱动频率 %% 对 3;V的影响&可见 3;V
与%% 成反比&且峰值位置随着%% 的增大而左移’

图 !#当耦合系数+不同时 3;V随S的函数曲线
V(R=!#V.)45(-) 4./I*+-23;VI*/+.+S2-/J(22*/*)5I01.*+

-24-.<1()R4-*22(4(*)5+

图 B#当非对称系数5不同时 3;V随S的函数曲线
V(R=B#V.)45(-) 4./I*+-23;VI*/+.+S2-/J(22*/*)5

I01.*+-20+X77*5/(44-*22(4(*)55

图 A#当驱动频率%% 不同时 3;V随S的函数曲线

V(R=A#V.)45(-) 4./I*+-23;VI*/+.+S2-/J(22*/*)5
I01.*+-2J/(I()R2/*Z.*)4X%%



#第 !期 张#刚 等!二维四稳势系统随机共振机理研究与应用 $MM##

##综合图 !]A 可得&可以通过合理地增大耦合系数 +$
非对称系数5或降低驱动频率%%来提高PPf3的 3;V从
而得到更优的系统性能’

;8数值模拟与轴承故障诊断

为了验证上文的理论分析并检验 PPf3 的系统性
能&本节结合 &’07W*/+Gh0111-T0G35.4E 算法与四阶龙格
库塔法*"$G"B+进行数值模拟’ 设置输入信号为 h"/#() I
%9"4-+"%9%$!/#&SIM’ 在实际微弱信号检测中&为了
使PPf3发生显著的 3H现象&本节使用遗传算法"R*)*5(4
01R-/(5’7& ;̂# *$%G$"+进行参数寻优&算法步骤如下!

"#使用实数编码将待寻优参数转换为(染色体)&选
择 3;V作为适应度函数’

$#初始化参数个数和取值范围&设置种群大小和最
大迭代次数’

M#根据 3;V计算出所有个体的适应度&在评价过程
中寻找 3;V最大的个体’ 在每一次评估之后&3;V最大
的个体直接存活到下一代中’

!#种群中的单个基因交叉互换’ 如果在交叉过程中
满足突变条件&则执行步骤 B#’

B#根据变异概率判断是否发生基因变异’
A#根据判断条件是否达到最大迭代次数&确定算法

的下一步流程’
在此条件下使用 ;̂寻得的最优参数为 %" I%9"M!&

-" I%9"$A&%$ I%9"%F&-$ I%9""B&5I%9%"!&+I%9%$$’
图 F"0#和"W#所示分别为含噪输入信号的时域波形和功
率谱&图 F"4#和"J#所示分别为将含噪信号输入 PPf3
处理后输出信号的时域波形和功率谱’ 对比可见时域波
形的周期性特征得到了明显增强&噪声分量向 %9%" Qg
所在频段转移&目标频率 %9%" Qg分量的功率谱幅值得
到了显著提高’

图 F#PPf3微弱周期信号检测
V(R=F#S*0E <*/(-J(4+(R)01J*5*45(-) .+()RPPf3

同样设置输入信号为 h"/#() I %9"4-+"%9%$!/#&
以 3;V为测度指标&图 K 所示为 PPf3 与 :?Pf3 的性
能曲线以及各自的理论值与模拟值的对比’ 比较理论
值与数值模拟值可见&3;V理论曲线与数值模拟的实
际曲线基本吻合&证明了理论推导的正确性&而出现误
差的主要原因在于使用式"K#和"@#计算跃迁率时为
了降低计算复杂度省略了 &,$ 的高阶项’ 另外对比
PPf3和 :?Pf3的性能曲线可见&同样在使用 ;̂寻得
的最优参数条件下&PPf3不仅峰值更大&且峰值位置也
更靠右&说明 PPf3 的性能更加优秀&能够适用于更强
的噪声环境中’

图 K#PPf3与:?Pf3性能对比
V(R=K#f*/2-/70)4*4-7<0/(+-) W*5T**) PPf3 0)J :?Pf3

将 PPf3 应用于实际工业轴承故障诊断中&第一种
轴承故障数据来自于文献*$$+&轴承型号为 3bVA$%BG
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$H3&轴承转速为 "K%% /C+&内径 $B 77&外径 B$ 77&宽度
"B 77’ 轴承内圈特征故障频率为 1NfV6a"A$9$ Qg和外
圈故障特征频率为1NfV?a"%F9M Qg’ 图 @"0#$@"W#所示
分别为轴承内圈故障信号的时域波形和功率谱%
图 @"4#$@"J#所示分别为外圈故障信号的时域波形和功
率谱’ 从图 @ 可见&时域图和功率谱中充斥大量噪声分
量&故障特征频率 "%F9M Qg和 "A$9$ Qg完全被环境噪声
所掩盖&难以识别’

图 @#3bVA$%BG$H3轴承故障信号
V(R=@#V0.15+(R)01+-25’*W*0/()R3bVA$%BG$H3

将故障信号输入PPf3中&使用 ;̂寻获的内圈最优
参数! %" I%9%@K&-" I%9"%$&%$ I%9""$&-$ I%9%@K&5I
%9%M$&+I%9%$A%外圈参数为 %" I%9""%&-" I%9""F&%$ I
%9"%!&-$ I%9""$&5I%9%$@&+I%9%$" ’ 图 "%"0#$"W#
所示分别为对应内圈故障的输出信号&图 "%"4#$"J#所
示分别为对应外圈故障的输出信号’

图 "%#PPf3轴承故障诊断
V(R="%#N*0/()R20.15J(0R)-+(+.+()RPPf3

为了验证 PPf3 的先进性&将 PPf3 与 :?Pf3 作比
较’ 同样&将:?Pf3应用于轴承内外圈故障诊断中&使
用 ;̂寻获的最优参数&诊断效果如图 """0#$"4#的功
率谱所示&其中图 """ W#$" J#所示为图 "%" W#$" J#在
%]$ %%% Qg频段的局部放大图’
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图 ""#PPf3与:?Pf3诊断 3bVA$%BG$H3轴承故障的
效果对比

V(R=""#Y22*454-7<0/(+-) W*5T**) PPf3 0)J :?Pf3
() J(0R)-+()R5’*20.15+-2W*0/()R3bVA$%BG$H3

第 $ 种轴承故障数据来自于 6>G$BCM% 型轴承全寿
命试验台&利用振动传感器和 :6fU1*G"%K$ 数据采集系
统采集轴承振动信号&采样频率 "% EQg&轴承型号为
3bVA$%AG$L&内径 M% 77&外径 A$ 77&宽度 "A 77&转速
为" M%% /C+&轴承内圈特征故障频率为1NfV6$ a""F9M% Qg&
轴承外圈故障特征频率为1NfV?$ aFK9MM Qg’

图 "$"0#$"W#所示分别为 3bVA$%AG$L轴承内圈故
障信号&图 "$"4#$"J#所示分别为外圈故障信号&可见相
对于内圈故障信号&外圈故障信号的背景噪声对故障信
号的干扰更为严重&功率谱中存在大量的高频噪声&时域
图中共振带完全消失’

图 "$#3bVA$%AG$L轴承故障信号
V(R="$#V0.15+(R)01+-2W*0/()R3bVA$%AG$L

##同理&使用 ;̂寻获的参数设置 PPf3和 :?Pf3 的
系统参数&将 3bVA$%AG$L轴承内外圈故障信号分别输
入到 PPf3 和 :?Pf3 中’ 图 "M "0#$"4#所示分别为
PPf3的诊断效果&图 "M" W#$" J#所示为 :?Pf3 的诊
断效果’
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图 "M#PPf3与:?Pf3诊断 3bVA$%AG$L轴承故障的
效果对比

V(R="M#Y22*454-7<0/(+-) W*5T**) PPf3 0)J :?Pf3
() J(0R)-+()R5’*20.15+-2W*0/()R3bVA$%BG$H3

##综合对比图 "%$"" 和 "M 来分析PPf3和:?Pf3对
两种轴承内外圈故障的诊断效果&可见 PPf3 和 :?Pf3
均能够检测出故障特征频率’ 从时域波形来看&输出
信号的时域信号的周期性特征均得到了明显增强%从
功率谱来看&原本广泛分布在整个功率谱中的噪声分
量向故障特征频率处转移&故障特征频率的幅值均得
到了显著提高’ PPf3 和 :?Pf3 能够利用噪声的能量
来补充故障特征信号的能量&从而达到检测故障特征
信号的目的’

然而相较于 :?Pf3&本文所提出的 PPf3 更具优
势’ 首先&PPf3输出功率谱中故障特征频率的幅值更
高’ 其次&PPf3输出功率谱中故障特征频率在功率谱
中更为突出&比较故障特征频率的幅值和其他频率分
量幅值的差值&PPf3 输出功率谱中故障特征频率的幅
值的领先度更高&在输出功率谱中更易识别&不会被其
他幅值较高的频率分量所干扰’ 而在 :?Pf3的输出功
率谱中&存在较多的噪声分量没有准确地转移到故障
特征频率处&因此 :?Pf3 对噪声的有效利用率没有
PPf3高’ 综合可见&PPf3诊断轴承故障的性能领先于
:?Pf3’

图 "!所示为将 3bVA$%AG$L轴承拆卸下来的检测
图片&可见轴承内外圈确实存在故障’ 通过微弱周期信
号检测实验以及 3bVA$%BG$H3和 3bVA$%AG$L两种轴承
故障诊断的实验&结果证明了 PPf3 在检测微弱信号方
面的有效性和先进性’

图 "!#3bVA$%AG$L轴承内外圈故障
V(R="!#6))*/0)J -.5*//()R20.15+-2W*0/()R3bVA$%AG$L

<8结88论

本文针对二维势场的 3H问题&提出一种具有一般意
义的PPf3&研究在高斯白噪声和外部微弱驱动力共同作
用下PPf3的 3H机理和应用’ 根据线性响应理论&使用
概率流方法推导 PPf3 对外部周期驱动力的输出 3;V’

理论分析表明以 3;V为衡量指标&PPf3 将发生 3H现
象&且PPf3的输出 3;V与耦合系数+和非对称系数5成
正比& 而与驱动频率 %% 成反比’ 结合 &’07W*/+G
h0111-T0G35.4E算法与四阶龙格库塔法&利用 ;̂的寻优
参数进行数值模拟和轴承故障诊断实验’ 实验结果证明
了理论分析的正确性&微弱信号检测实验以及两种轴承
故障诊断实验表明&PPf3能够有效地检测微弱周期信号
和诊断轴承内外圈故障’ 对比PPf3和:?Pf3的实验结
果结果&发现在目标频率幅值$功率谱识别度和噪声利用
率等方面&PPf3 均领先于 :?Pf3&综合可见 PPf3 在微
弱信号检测方面的有效性和先进性’
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